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A bst r a ct  
 
C osts a n d B e n efits of T elli n g C hil d r e n t h e Q u a ntit ati v e M e a ni n g of M a ni p ul ati v es  
 
E m m a n u ell e A d ri e n, P h D  
C o n c o r di a U ni v e rsit y, 2 0 2 0  
 
T h e o bj e cti v e of t h e pr es e nt st u d y w as t o i d e ntif y t h e c osts a n d b e n efits of dir e ctl y t elli n g 
st u d e nts t h e q u a ntit ati v e r ef er e nts f or m a ni p ul ati v es c o m p ar e d t o all o wi n g t h e m t o c o nstr u ct 
m e a ni n g f or t h e m a ni p ul ati v es i n m or e o p e n a n d e x pl or at or y l e ar ni n g e n vir o n m e nts. Si xt y -fi v e 
(N  = 6 5) first gr a d ers w er e r a n d o ml y assi g n e d t o o n e of t hr e e c o n diti o ns t h at diff er e d i n t h e t y p e 
of e n c o di n g i nstr u cti o n t h e y r e c ei v e d : dir e ct i nstr u cti o n ( DI), g ui d e d e x pl or ati o n ( G E),  or  
c o ntr ol. T h e  o v er ar c hi n g r es e ar c h q u esti o n w as: H o w d o t h e w a ys i n w hi c h c hil dr e n assi g n a 
q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a t ar g et m a ni p ul ati v e ( DI vs. G E vs. c o ntr ol) i nfl u e n c e t h eir ( a) l e ar ni n g, 
( b) n e ar-tr a nsf er a biliti es, ( c) s y m b ol i c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y t hr o u g h f ar-tr a nsf er 
t as ks, a n d ( e) pr o bl e m-s ol vi n g a c c ur a c y ?   
R es ults i n di c at e d t h at dir e ct i nstr u cti o n s e e m e d t o b e m ost b e n efi ci al f or c hil dr e n’s 
l e ar ni n g. I n t er ms of t h e l e ar ni n g ass ess m e nt, c hil dr e n fr o m t h e DI c o n diti o n b e n efitt e d r el ati v e 
t o c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n , i n t h at t h e y n e e d e d f e w er it e ms a n d l ess ti m e b ef or e usi n g t h e 
t ar g et m a ni p ul ati v e i n t h e pr es cri b e d w a y. E vi d e n c e  s u g g est e d t h at c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n 
als o o ut p erf or m e d t h eir c o u nt er p arts i n t h e G E c o n diti o n o n a  n e ar -tr a nsf er t as k w h e n l o o ki n g at 
th eir i niti al r es p o ns es , b ut wh e n b ot h i niti al a n d p ost -pr o m pt r es p o ns es w er e c o nsi d er e d , t h e 
p erf or m a n c e of c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n  w as n ot si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m t h e 
p erf or m a n c e of c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n. I n  c o ntr ast, st u d e nts w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n s e e m e d t o b e m or e fl e xi bl e i n t h eir us e a n d i nt er pr et ati o n of t h e m a ni p ul ati v es  i n t h e 
c o nt e xt of t h e f ar -tra nsf er t as ks t h a n t h os e w h o w er e t ol d e x pli citl y w h at t h e o bj e cts r e pr es e nt e d. 
T h e  gr e at er  fl e xi bilit y d e m o nstr at e d b y c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n als o c o nf err e d a n a d v a nt a g e 
o n  t h eir a c c ur a c y w h e n s ol vi n g w or d pr o bl e ms wit h t h e m a ni p ul ati v es  c o m p ar e d t o c hil dr e n i n 
t h e DI c o n diti o n. 
T his st u d y c o ntri b ut es t o t h e e xisti n g lit er at ur e i n t h at it off ers a n u a n c e d vi e w of t h e us e 
of m a ni p ul ati v es i n cl assr o o m c o nt e xts. R es ults  s u g g est t h at t e a c h ers m a y wis h t o t ail or t h eir 
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i nstr u cti o n al m et h o ds t o t h e l e ar ni n g o bj e cti v es ( e. g., l e ar ni n g, n e ar tr a nsf er, f ar tr a nsf er) t h e y 
h a v e s et f or t h eir st u d e nts w h e n usi n g c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns wit h t h e m.  
  
		 v  
A c k n o wl e d g e m e nts  
 
I first w a nt t o t h a n k m y s u p er vis or, Dr. H el e n a Os a n a . T h a n k y o u f or t h e i n v al u a bl e 
g ui d a n c e a n d m e nt ors hi p y o u h a v e pr o vi d e d m e t his p ast d e c a d e. T h a n k y o u f or b eli e vi n g i n m y 
a biliti es a n d f or off eri n g m e s o m a n y o p p ort u niti es i n r es e ar c h a n d t e a c hi n g. Y o ur p assi o n f or all 
t hi n gs r el at e d t o t e a c hi n g a n d l e arni n g m at h e m ati cs is c o nt a gi o us, a n d I al w a ys l eft o ur 
n u m er o us m e eti n gs t o g et h er f e eli n g e x cit e d a n d m oti v at e d . I c o ul d n ot h a v e d o n e all t h at I h a v e 
a c c o m plis h e d wit h o ut y o u.   
I w a nt t o t h a n k t h e f a c ult y m e m b ers i n t h e C hil d St u di es a n d E arl y C hil d h o o d E du c ati o n 
pr o gr a ms w h o m h a v e I c o m e t o k n o w w ell si n c e I first st art e d m y gr a d u at e st u di es at C o n c or di a 
a n d fr o m w h o m I h a v e r e c ei v e d c o nti n u e d s u p p ort a n d e n c o ur a g e m e nt. I als o w a nt t o e x pr ess m y 
gr atit u d e t o Dr. S a n dr a M arti n -C h a n g a n d Dr. H oll y R e c c hi a f o r b ei n g p art of m y d o ct or al 
c o m mitt e e . T h a n k y o u f or all y o ur s u p p ort a n d i n p ut t hr o u g h o ut t his j o ur n e y. T h a n k y o u t o Dr. 
E mil y F yf e a n d Dr. A d a m R a d o ms k y f or a gr e ei n g t o sit o n  m y  E x a mi n ati o n C o m mitt e e  a n d t o 
Dr. S a ul C arli n er f or c h airi n g t h e d ef e ns e.  
I w a nt t o a c k n o wl e d g e t h e fi n a n ci al s u p p ort I r e c ei v e d fr o m t h e S o ci al S ci e n c es a n d 
H u m a niti es R es e ar c h C o u n cil  of C a n a d a f or m y d o ct or al r es e ar c h. I als o w a nt t o e x pr ess m y 
gr atit u d e t o t h e s c h o ols a n d t e a c h ers w h o w el c o m e d m e i nt o t h eir cl assr o o ms a n d t o t h e st u d e nts 
w h o a gr e e d t o p arti ci p at e i n t h e st u d y. A bi g t h a n k y o u t o Al e x a n dr a M a d ur o a n d  Ki er a V a c c ar o 
f or t h eir h el p wit h d at a c oll e cti o n, t o C ass a n dr a K ar a m  f or h er h el p wit h i nt er -r at er r eli a bilit y, 
a n d t o Ari ell e Orsi ni w h o c oll e ct e d a n d c o d e d p art  of t h e d at a . T h a n k y o u t o all t h e m e m b ers 
( p ast a n d pr es e nt) of t h e Os a n a M at h e m ati cs T e a c hi n g a n d L e ar ni n g L a b f or y o ur s u p p ort . 
I a m f ort u n at e t o h a v e a n a m a zi n g s u p p ort s yst e m m a d e u p of f a mil y m e m b ers a n d 
fri e n ds wit h o ut w h o m t his a c c o m plis h m e nt c o ul d n ot h a v e b e e n p ossi bl e.  T h a n k y o u t o all t h e 
fri e n ds I m a d e i n gr a d u at e s c h o ol w h o k e pt m e m oti v at e d wit h w or k d at es a n d c h ats a b o ut o ur 
a c a d e mi c s u c c ess es a n d u n c ert ai nti es. T h a n k y o u t o t h e l o n gti m e fri e n ds w h o h a v e w at c h e d m e 
b e a  st u d e nt f or s o , s o l o n g, a n d w h o h a v e m a d e s ur e I k e e p  a b al a n c e d lif est yl e t h at i n cl u d es f u n 
di n n ers, dri n ks, a n d l ots of l a u g ht er. T h a n k y o u t o m y i m m e di at e a n d e xt e n d e d f a mil y f or al w a ys 
b eli e vi n g i n m e a n d e n c o ur a gi n g m e. M er ci P a p a  d e m’ a v oir d o n n é l e g o ût d e  l a r e c h er c h e et 
p o ur t o ut e l’ ai d e et l’ a m o ur q u e t u m’ as t o uj o urs a p p ort és. M er ci N o é d’ êtr e m a m eill e ur e a mi e . 
C ’ est u n gr a n d r é c o nf ort d e s a v oir q u e j e p e u x t o uj o urs c o m pt er s ur t oi. M er ci L o uis p o ur t o ut 
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t o n s u p p ort et p o ur t es e n c o ur a g e m e nts. T h a n k y o u M ar c f or b ei n g m y r o c k a n d m y n u m b er-o n e 
f a n, f or l o vi n g m e s o m u c h,  a n d  f or b eli e vi n g i n m e t hr o u g h t h e g o o d ti m es a n d t h e m or e 
diffi c ult o n es . M er ci A niss a, m o n a m o ur c h éri e , d e m e r e n dr e si h e ur e us e et d e m’ a v oir ai d é e à 
s a v oir pri oris er l es c h os es i m p ort a nt es d e l a vi e. M er ci M a m a n p o ur t o ut. T u m’ as t o uj o urs 
e n c o ur a g é e et cr u e n m oi. T u m’ as v u c o m m e n c er c e l o n g pr o c ess us et t u  m e v ois l e t er mi n er d e 
l à-h a ut. J e s ais q u e t u es fi èr e d e m oi. T u m e m a n q u es et  j e t’ ai m e.  
		 vii  
C o nt ri b u ti o n of A ut h o rs 
 
 T h e w or k pr es e nt e d i n t his diss ert ati o n a n d i n t h e r ef er e n c es b el o w st e ms fr o m a st u d y 
t h at I d esi g n e d a n d c arri e d o ut i n c oll a b or ati o n wit h m y s u p er vis or, Dr. H el e n a P. Os a n a . D a vi d 
Utt al pr o vi d e d v al u a bl e i n p ut a n d f e e d b a c k d uri n g t h e el a b or ati o n p h as e of t h e st u d y. Ari ell e  
Orsi ni w or k e d as a r es e ar c h assist a nt o n t h e pr oj e ct, a n d s h e c oll e ct e d  a n d s c or e d a p orti o n of t h e 
d at a. As  t h e l e a d a ut h or, I w as t h e pri m ar y r es e ar c h er, a n d I w as r es p o nsi bl e f or c oll e cti n g 
p arti ci p a nt d at a, pr o vi di n g tr ai ni n g t o r es e ar c h assist a nts, s c ori n g a n d a n al y zi n g t h e d at a , a n d 
r e p orti n g t h e r es ults. 
 
I pr es e nt e d a p art of t h e r es ults of t his diss ert a ti o n r es e ar c h at t h e M at h e m ati c al C o g niti o n 
L e ar ni n g S o ci et y ( M C L S) c o nf er e n c e i n J u n e 2 0 1 9:  
A dri e n, E., Os a n a, H. P., Utt al, D., & Orsi ni, A. ( 2 0 1 9, J u n e). H o w d o es ty p e of instr u cti o n 
infl u e n c e c hil dr e n’s u s e of m a ni p ul ati v es ?  [ P a p er pr es e nt ati o n]. M at h e m ati c al C o g niti o n 
a n d L e ar ni n g S o ci et y c o nf er e n c e, Ott a w a, C a n a d a.  
 
A  n e w r es e ar c h q u esti o n e m er g e d fr o m t h e diss ert ati o n d at a. T h e  r es ults f or t his n e w 
r es e ar c h q u esti o n ar e n ot r e p ort e d h er e, b ut I pr es e nt e d  t h e m at t h e S o ci et y f or R es e ar c h i n C hil d 
D e v el o p m e nt ( S R C D) bi e n ni al m e eti n g i n M ar c h 2 0 1 9:  
A dri e n, E., Os a n a, H. P., Utt al, D., & Orsi ni, A. ( 2 0 1 9, M ar c h). I nstr u cti o n al en vir o n m e nt 
i nfl u e n c es h o w first-gr a d ers i nt er a ct wit h m at h m a ni p ul ati v es  [ P ost er pr es e nt ati o n]. 
S o ci et y f or R es e ar c h i n C hil d D e v el o p m e nt bi e n ni al m e eti n g, B alti m or e, M D.  
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C h a pt e r  1 : St at e m e nt of t h e P r o bl e m  
 
M at h e m ati cs is a dis ci pli n e i n w hi c h r e pr es e nt ati o ns, s u c h as writt e n s y m b ols or c o n cr et e 
m o d els, ar e u bi q uit o us. D e v el o pi n g  c o n c e pt u al k n o wl e d g e of m at h e m ati c al i d e as r e q uir es 
k n o wi n g  t h e li n ks b et w e e n v ari o us r e pr es e nt ati o ns a n d t h eir r ef er e nts (D uf o ur -J a n vi er  et al. , 
1 9 8 7; D o n o v a n & F yf e, 2 0 1 9; Hi e b ert, 1 9 8 4) . T e a c h ers h a v e a n a cti v e r ol e t o pl a y i n t h e 
d e v el o p m e nt of c hil dr e n’s u n d erst a n di n g of t h e c o n n e cti o ns b et w e e n  r e pr es e nt ati o ns a n d 
m at h e m ati c al  n oti o ns. T h e  i nstr u cti o n al a p pr o a c h t hr o u g h whi c h c hil dr e n will c o m e t o m a k e  
t h es e li n ks mi g ht i nfl u e n c e h o w t h e y i nt e gr at e t h e u n d erl yi n g c o n c e pts a n d h o w t h e y us e t h e 
r e pr es e nt ati o ns i n t h eir m at h e m ati c al a cti viti es ( Gr a v e m eij er, 2 0 0 2). 
I n a d diti o n t o usi n g writt e n s y m b ols t o r e pr es e nt q u a ntiti es or ot h er m at h e m ati c al 
c o n c e pts, p h ysi c al r e pr es e nt ati o ns c a n b e us e d d uri n g m at h e m ati cs i nstr u cti o n. M a ni p ul ati v es ar e  
c o n cr et e o bj e cts m e a nt  t o h el p st u d e nts r e pr es e nt a n d u n d erst a n d a bstr a ct m at h e m ati c al i d e as, 
a n d t h e y ar e o m ni pr es e nt i n el e m e nt ar y s c h o ol cl assr o o ms ( Hi e b ert, 1 9 9 2; M c N eil & J ar vi n, 
2 0 0 7; M o c h, 2 0 0 1; M o y er, 2 0 0 1 ). W hil e m a ni p ul ati v e -b as e d i nstr u cti o n h as b e e n s h o w n t o h a v e 
b e n efits o n diff er e nt l e ar ni n g o ut c o m es ( M arl e y & C ar b o n n e a u, 2 0 1 4 a ), t h e s p e cifi c c o n diti o ns 
u n d er w hi c h it is m ost eff e cti v e ar e still n ot w ell u n d erst o o d. C urr e nt  r es e ar c h i n t his ar e a is 
m o vi n g a w a y fr o m d et er mi ni n g w h et h er  m a ni p ul ati v e -b as e d  i nstr u cti o n is b e n efi ci al a n d 
f o c usi n g i nst e a d o n h o w m a ni p ul ati v es  s h o ul d b e us e d  i n i nstr u cti o n al s etti n gs ( D o n o v a n & F yf e, 
2 0 1 9 ; L a z o n d er & H ar ms e n, 2 0 1 6; Wis e & O’ N eill, 2 0 0 9). 
S e v er al f a ct ors of i nstr u cti o n wit h m a ni p ul ati v es  h a v e b e e n st u di e d  a n d i n cl u d e  st u d e nts ’ 
d e v el o p m e nt al l e v el ( e. g., D e L o a c h e  et al. , 1 9 9 9) , st u d e nts’ i n di vi d u al diff er e n c es i n t er ms of 
pri or k n o wl e d g e, c o g niti v e f a ct ors, st u d e nts’  o w n i nt er pr et ati o ns ( e. g., F yf e & Rittl e -J o h ns o n, 
2 0 1 6; Os a n a, Pr z e d n o w e k, et al.,  2 0 1 8), t h e n at ur e a n d p er c e pt u al f e at ur es of t h e m a ni p ul ati v es 
( e. g., C h a o et al. , 2 0 0 0; P et ers e n & M c N eil, 2 0 0 3), a n d t h e str u ct ur e of t h e l e ar ni n g e n vir o n m e nt, 
i n cl u di n g t h e l e v el of i nstr u cti o n al g ui d a n c e ( e. g., Br o w n et al. , 2 0 0 9; C ar b o n n e a u & M arl e y, 
2 0 1 5; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) . R es ults fr o m e xisti n g r es e ar c h ar e n ot al w a ys c o n cl usi v e , a n d 
t h e f a ct ors list e d a b o v e mi g ht i nt er a ct t o i m p a ct t h e eff e cti v e n ess  of m a ni p u l ati v es-b as e d 
i nstr u cti o n. M or e r es e ar c h is t h er ef or e n e c ess ar y t o t e as e a p art t h e c o ntri b uti o ns of t h es e 
i nstr u cti o n al f e at ur es a n d b ett er u n d erst a n d u n d er w hi c h e x a ct c o n diti o ns i nstr u cti o n wit h 




T h e c urr e nt st u d y f o c us es o n t h e i nstr u cti o n al a p pr o a c h es us e d w h e n t e a c hi n g wit h 
m a ni p ul ati v es. T h er e  is e vi d e n c e t h at usi n g dir e ct i nstr u cti o n i n m at h e m ati cs i nstr u cti o n l e a ds t o 
p ositi v e l e ar ni n g o ut c o m es (s e e Alfi eri  et al. , 2 0 1 1) a n d t h at w h e n t e a c hi n g wit h m a ni p ul ati v es, 
t e a c h ers s h o ul d m a k e e x pli cit li n ks b et w e e n t h e c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns a n d t h eir i nt e n d e d 
r ef er e nts ( C ar b o n n e a u et al. , 2 0 1 3; C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; Os a n a, Pr z e d n o w e k, et al. , 
2 0 1 8) . Ot h er r es e ar c h ers, h o w e v er, b eli e v e t h er e ar e  b e n efits t o c hil dr e n c o nstr u cti n g t h eir o w n 
u n d erst a n di n gs wit h s c aff ol ds or g ui d a n c e fr o m a m or e k n o wl e d g e a bl e ot h er (s e e Br o w n  et al. , 
2 0 0 9) . S u c h b e n efits i n cl u d e c hil dr e n b ei n g b ett er a bl e t o a bstr a ct t h e c o n c e pts c o n v e y e d b y t h e 
r e pr es e nt ati o ns, w hi ch i n t ur n, mi g ht h el p t h e m tr a nsf er k n o wl e d g e t o diff er e nt c o nt e xts a n d b e 
m or e fl e xi bl e i n t h eir us e a n d i nt er pr et ati o ns of t h e m a ni p ul ati v es ( B o n a wit z  et al. , 2 0 1 1; Br o w n 
et al., 2 0 0 9; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) . M or e r es e ar c h t h at c o m p ar es diff er e nt i nstr u cti o n al 
m et h o ds is t h er ef or e n e c ess ar y t o b ett er u n d erst a n d h o w t o us e m a ni p ul ati v es wit h c hil dr e n 
eff e cti v el y ( C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5) . 
T h e o bj e cti v e of t h e pr es e nt st u d y w as t o i d e ntif y t h e c osts a n d b e n efits of dir e ctl y t elli n g 
y o u n g el e m e nt ar y s c h o ol st u d e nts t h e q u a ntit ati v e r ef er e nts f or m a ni p ul ati v es c o m p ar e d t o 
all o wi n g t h e m t o c o nstr u ct m e a ni n g f or t h e m a ni p ul ati v es i n m or e o p e n a n d e x pl or at or y l e ar ni n g 
e n vir o n m e nts ( M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) . T h e pr es e nt  st u d y ai m e d  t o e xt e n d t h e lit er at ur e a n d 
e x a mi n e h o w t h e t y p e of i nstr u cti o n y o u n g c hil dr e n r e c ei v e i nfl u e n c es h o w t h e y assi g n  
q u a ntit ati v e r ef er e nts t o m a ni p ul ati v es  a n d h o w t h e y us e t h e m a ni p ul ati v es i n l e ar ni n g a n d 
tr a nsf er t as ks. St u d e nts w er e  r a n d o ml y assi g n e d t o o n e of t hr e e e n c o di n g c o n diti o ns  ( dir e ct 
i nstr u cti o n, g ui d e d e x plor ati o n, c o ntr ol ) t o d e v el o p a s p e cifi c r e pr es e nt ati o n -r ef er e nt r el ati o ns hi p 
f or a t ar g et m a ni p ul ati v e. O n e  o bj e cti v e of t his  st u d y w as t o  s h e d li g ht o n t h e c osts a n d b e n efits 
of dir e ct i nstr u cti o n ( c o m p ar e d t o g ui d e d a n d c o ntr ol ) i n a m a ni p ul ati v e -b as e d i nstr u cti o n  






C h a pt e r  2: Lit e r at u r e R e vi e w  
 
A d ults a n d c hil dr e n ali k e c o m e a cr oss  m ulti pl e e xt er n al r e pr es e nt ati o ns e v er y d a y ( e. g., 
tr affi c si g ns t h at g o v er n h o w t o c o n d u ct o n es elf o n t h e r o a d; s c h o ol t e xt b o o ks t h at c o nt ai n 
pi ct ori al r e pr es e nt ati o ns, w or ds , a n d n u m b ers), a n d t h e y ar e st u di e d i n di v ers e fi el ds s u c h as 
li n g uisti cs, s e mi oti cs, a n d m at h e m ati cs (D uf o ur -J a n vi er  et al. , 1 9 8 7; M as o n, 1 9 8 7) . Cr e ati n g, 
u n d erst a n di n g, a n d usi n g s y m b ols is b eli e v e d b y s o m e t o b e t h e h all m ar k of h u m a n c o g niti o n 
( D e L o a c h e et al., 1 9 9 9). T h er e ar e t w o t y p es of r e p r es e nt ati o ns: i nt er n al r e pr es e nt ati o ns, w hi c h 
ar e t h e m e nt al i m a g es t h at w e a ut o m ati c all y c o nstr u ct of o ur r e alit y; a n d e xt er n al r e pr es e nt ati o ns, 
w hi c h h a v e b e e n cr e at e d t o r e pr es e nt a s p e cifi c r e alit y ( D e L o a c h e et al., 1 9 9 9; D uf o ur -J a n vi er  et 
al. , 1 9 8 7) . All r e pr es e nt ati o ns h a v e s o m et hi n g i n c o m m o n; t h e y i n v ol v e t w o e ntiti es: t h e 
r e pr es e nti n g w orl d ( or s y m b ol, or si g nifi er) a n d t h e r e pr es e nt e d w orl d ( or s y m b oli z e d, r ef er e nt, 
si g nifi e d; D uf o ur -J a n vi er et al., 1 9 8 7; Gr a v e m eij er, 2 0 0 2; K a p ut, 1 9 8 7 a ; P al m er, 1 9 7 7). 
R e pr es e nt ati o ns, t h e n, st a n d f or or t a k e t h e pl a c e of s o m et hi n g els e , a n d t h e y c a n b e of v ari o us 
t y p es, s u c h as c o n cr et e m at eri als, s p o k e n s y m b ols, or m ar ki n gs o n p a p er ( B e hr  et al. , 1 9 8 3; 
D e L o a c h e, 1 9 9 5; Hi e b ert, 1 9 8 8; Hi e b ert et al., 1 9 9 7) . I n t h e lit er at ur e, t h e t er ms r e pr es e nt ati o ns  
a n d s y m b ols ar e oft e n us e d t o r ef er t o t h e s a m e i d e a, a n d I will us e t h e m i nt er c h a n g e a bl y. 
Virt u all y  a n yt hi n g c a n b e a s y m b ol ; all t h at is n e e d e d is f or s o m e o n e t o i nt e n d t h at s o m e e ntit y 
st a n d f or s o m et hi n g ot h er t h a n its elf  ( G el m a n & E b eli n g, 1 9 9 8; M y ers & Li b e n, 2 0 0 8; S h ar o n, 
2 0 0 5) . R el at e dl y, a n yt hi n g c a n b e a r ef er e nt t o a s y m b ol, as l o n g as s o m e o n e s p e cifi e s a li n k 
b et w e e n it a n d t h e e ntit y t h at it is s u p p os e d t o r e pr es e nt ( D e L o a c h e et al., 1 9 9 9). A d ults h a v e 
c o m e t o t a k e f or gr a nt e d m a n y s y m b ol -r ef er e nt r el ati o ns ( D e L o a c h e et al., 1 9 9 8). 
T h e pr o c ess of s y m b oli zi n g r ef ers t o t h e p ass a g e fr o m t h e r e pr es e nt e d w orl d t o t h e 
r e pr es e nti n g w orl d ( M as o n, 1 9 8 7). W h e n s y m b oli zi n g or m o d eli n g, t h e ori gi n al sit u ati o n n e e ds 
t o b e si m plifi e d b y i g n ori n g t h e as p e cts t h at ar e l ess r el e v a nt a n d f o c usi n g o n t h os e t h at ar e m or e 
r el e v a nt, a n d a m a p pi n g n e e ds t o b e est a blis h e d b et w e e n t h e ori gi n al sit u ati o n a n d t h e m o d el 
( L es h et al. , 1 9 8 7). K a p ut ( 1 9 8 7 b) d efi n e d a s y m b ol s c h e m e  as a c oll e cti o n of c h ar a ct ers 
g o v er n e d b y s o m e m or e or l ess e x pli cit r ul es f or t h eir i d e ntifi c ati o n a n d c o m bi n ati o n. A  s y m b ol 
s yst e m  r ef ers t o a s y m b ol s c h e m e, al o n g wit h its fi el d of r ef er e n c e, a n d a s yst e m ati c r ul e of 
c orr es p o n d e n c e e xist i n g b et w e e n t h e l att er t w o. W h e n e v er s o m e o n e e n c o u nt ers a s et of s y m b ols, 




T h e us es a n d a d v a nt a g es of usi n g e xt er n al r e pr es e nt ati o ns or s y m b ols ar e n u m er o us. 
T h e y  c a n r e d u c e m e m or y l o a d or i n cr e as e st or a g e c a p a cit y, a n d t h e y c a n all o w t h eir us ers t o 
e n c o d e i nf or m ati o n i n a m or e m a ni p ul a bl e f or m at ( B e hr et al., 1 9 8 3), w hi c h m a k es t h e m t o ols 
t h at c a n b e us e d t o c o m m u ni c at e. C o m m u ni c ati o n  is o n e of t h e m ai n g o als of s y m b oli c s yst e ms 
( C all a g h a n & C or bit, 2 0 1 5). W h e n t hi n ki n g a b o ut s y m b ols t h at ar e i n t h e f or m of m ar ks o n 
p a p er, o n e  c a n s e e t h at t h e y h a v e m a n y a d v a nt a g es : t h e y ar e m o bil e, i m m ut a bl e w h e n 
tr a ns p ort e d, r e pr o d u c e d e asil y, a n d c a n b e c o m bi n e d a n d s u p eri m p os e d t o all o w f or a n 
e x a mi n ati o n of str u ct ur es a n d p att er ns ( L at o ur, 1 9 9 0) . 
R e pr es e nt ati o ns c a n als o b e s u p p orts f or l e ar ni n g. T h e y c a n h el p si m plif y  c o m pl e x 
r el ati o ns hi ps ( B e hr et al., 1 9 8 3) a n d d e v el o p c o n c e pt u al u n d erst a n di n g b e c a us e t h e y c a n pl a y a n 
i nt er m e di ar y r ol e: w h e n st u d e nts d e v el o p m e a ni n g f or t h e t o ols t h e y us e, t h e y c a n t h e n us e t h es e 
t o ols t o h el p t h e m d e v el o p m e a ni n g f or ot h er c o n c e pts ( Hi e b ert et al., 1 9 9 7). R e pr es e nt ati o ns c a n 
als o s er v e as a t o ol f or t hi n ki n g. V y g ots k y ( 1 9 7 8) ar g ue d  t h at t h e ki n ds of t o ols p e o pl e  us e c a n 
i nfl u e n c e t h eir t h o u g hts i n diff er e nt w a ys: t h e y c a n h el p c o n n e ct c urr e nt e x p eri e n c es wit h p ast 
e x p eri e n c es; t h e y c a n e xt e n d m e nt al c a p a biliti es b y fr e ei n g t hi n ki n g; a n d t h e y c a n s h a p e t h e w a y 
p e o pl e  t hi n k a b o ut pr obl e ms a n d i nfl u e n c e t h e pr o bl e m -s ol vi n g m et h o ds t h e y wil l d e v el o p a n d 
us e.  
D e v el o p m e nt of C hil d r e n’s S y m b oli z ati o n A biliti es  
Fr o m t h e ti m e of i nf a n c y, c hil dr e n ar e e x p os e d t o a v ast r a n g e of r e pr es e nt ati o ns  a n d 
t h es e e arl y e x p eri e n c es will h a v e a n i nfl u e n c e o n t h eir l e ar ni n g of n e w r e pr es e nt ati o ns ( S h eri n, 
2 0 0 0 ). Y o u n g c hil dr e n h a v e n as c e nt u n d erst a n di n gs of t h e r el ati o ns b et w e e n r e pr es e nt ati o ns a n d 
t h eir r ef er e nts. At a v er y y o u n g a g e, t h e y ar e a bl e t o us e s y m b oli c r e pr es e nt ati o ns t o i d e ntif y a n d 
l o c at e o bj e cts. D e L o a c h e  (s e e 1 9 8 7; 1 9 9 1; 1 9 9 5) c o n d u ct e d s e v er al st u di es wit h 2 ½- a n d 3 -y e ar -
ol d c hil dr e n , i n w hi c h s h e us e d a m o d el r o o m (i. e., a s m all -s c al e r e pli c a ) as a s y m b ol f or a n 
a ct u al r o o m wit h f ur nit ur e. C hil dr e n w er e s h o w n t h e si mil ariti es a n d c orr es p o n d e n c es b et w e e n 
t h e r o o m a n d its m o d el. T h e y  t h e n w at c h e d as t h e e x p eri m e nt er hi d a t o y i n t h e m o d el r o o m 
( e. g., b e hi n d t h e c o u c h). C hil dr e n w er e as k e d t o r etri e v e a  hi d d e n t o y fr o m t h e lif e-si z e r o o m t h at 
c o ul d b e f o u n d i n t h e s a m e l o c ati o n as w h at t h e y h a d s e e n i n t h e m o d el r o o m. It is o nl y at ar o u n d 
3 y e ars of a g e ( n ot 2 ½) t h at c hil dr e n u n d erst a n d t h at t h e s m all -s c al e r o o m is a s y m b ol t h at 




hi d d e n t o y. D e L o a c h e ( 1 9 9 5) c all e d t h e a bilit y t o vi e w a n o bj e ct as its o w n e ntit y a n d as a 
r e pr es e nt ati o n of s o m et hi n g els e d u al r e pr es e nt ati o n . 
I n t h eir pr e-s c h o ol a n d e arl y s c h o ol y e ar s, c hil dr e n d e v el o p s y m b oli c t h o u g ht; t h e y 
b e c o m e i n cr e asi n gl y s kill e d i n usi n g diff er e nt s y m b ol s yst e ms t o i nt er pr et a n d e x pr ess m e a ni n gs 
( Bi al yst o k, 1 9 9 2 a; Hi e b ert, 1 9 8 8). T his c o g niti v e d e v el o p m e nt is b eli e v e d t o b e dri v e n b y 
c hil dr e n’s n e e d t o c o m m u ni c at e wit h ot h ers ( R o c h at & C all a g h a n, 2 0 0 5) . U n d erst a n di n g t h e 
s y m b ol -r ef er e nt r el ati o ns hi p f or writt e n s y m b ols s u c h as n u m b ers is m or e c h all e n gi n g t h a n 
u n d erst a n di n g s p ati al r el ati o ns hi ps, a n d it is o nl y at ar o u n d t h e a g e of 4 or 5 t h at c hil dr e n ar e 
a bl e t o i d e ntif y a n d disti n g uis h writt e n n u m b ers , a n d attri b ut e f u n cti o ns t o t h e m  ( M artí et al. , 
2 0 1 3) . Bi al yst o k ( 1 9 9 2 b) i d e ntifi e d t hr e e st a g es f or t h e d e v el o p m e nt of s y m b oli c r e pr es e nt ati o ns 
f or writt e n l ett ers a n d n u m b ers. First , c hil dr e n l e ar n h o w t o r e cit e, b y r ot e, e a c h n a m e f or t h e 
s y m b ols f o u n d i n e a c h s yst e m. I n  ot h er w or ds, t h e y ar e a bl e t o r e cit e t h e al p h a b et a n d t h e 
n u m b er s e q u e n c e. S e c o n d , t h e y b e c o m e a bl e t o r e c o g ni z e a n d c orr e ctl y n a m e t h e writt e n 
n ot ati o n c orr es p o n di n g t o e a c h l ett er a n d n u m b er a n d als o t o pr o d u c e t h e writt e n f or m f or t h es e. 
L astl y , t h e y c o m e t o u n d erst a n d t h e si g nifi c a n c e ( or t h e r ef er e nt) f or e a c h l ett er a n d n u m b er. It  is 
n ot u ntil t h e a g e of 6 t h at m ost c hil dr e n f ull y u n d erst a n d t h e r el ati o n b et w e e n t h e s y m b ols a n d 
t h e s p e cifi c m e a ni n g of w h at  t h e y r e pr es e nt. U n d erst a n di n g t h e s y m b ol-r ef er e nt r el ati o n, 
h o w e v er, is a n e c ess a r y b ut n ot a s uffi ci e nt f a ct or f or c hil dr e n t o b e a bl e t o us e t h at i nf or m ati o n 
t o p erf or m a n a cti o n, s u c h as r e a di n g, writi n g, or p erf or mi n g writt e n c o m p ut ati o ns ( Bi al yst o k, 
1 9 9 2 b ). C hil dr e n’s u n d erst a n di n g of s y m b ols mi g ht n ot d e v el o p at t h e s a m e ti m e a n d p a c e i n all 
d o m ai ns; it is h y p ot h esi z e d t h at t h eir a bilit y t o us e n u m b er n ot ati o ns s y m b oli c all y o c c ur b ef or e 
t h eir u n d erst a n di n g of t h e s y m b oli c s yst e m f or l a n g u a g e ( Bi al yst o k, 2 0 0 0). 
S e v er al st u di es h a v e b e e n c o n d u ct e d t o e x a mi n e  t h e d e v el o p m e nt of t h e writt e n n ot ati o ns 
c hil dr e n pr o d u c e t o r e pr es e nt q u a ntiti es. H u g h es  ( 1 9 8 6) as k e d 3 - t o 6-y e ar -ol d c hil dr e n t o 
r e m e m b er h o w m a n y t o y bri c ks w er e i n diff er e nt i d e nti c al ti n b o x es b y writi n g s o m et hi n g d o w n 
o n a pi e c e of p a p er. H e  c o d e d c hil dr e n’s n ot ati o ns  as b el o n gi n g t o o n e of f o ur c at e g ori es: 
i di os y n cr ati c, w h e n t h e n ot ati o n di d n o t c o n v e y i nf or m ati o n a b o ut n u m er osit y; pi ct o gr a p hi c , f or 
dr a wi n gs t h at r e pr es e nt e d b ot h o bj e ct a n d q u a ntit y; i c o ni c, f or m ar ki n gs t h at r e pr es e nt e d e a c h 
bri c k ( o n e -t o-o n e c orr es p o n d e n c e) ; a n d s y m b oli c , w h e n c o n v e nti o n al s y m b ols w er e us e d. H e  
f o u n d t h at as c hil dr e n g ot ol d er, t h eir n ot ati o ns b e c a m e m or e s o p histi c at e d: ol d er c hil dr e n t e n d e d 




Bi al yst o k  a n d C o d d ( 1 9 9 6) c o n d u ct e d a si mil ar st u d y w h er e t h e y l o o k e d at 3 - t o 5-y e ar -ol d 
c hil dr e n’s n ot ati o ns f or r e m e m b eri n g diff er e nt a m o u nts, b ut t h e y a d d e d a n o v el t as k i n w hi c h 
c hil dr e n w er e as k e d t o s el e ct  a c ar d t o r e pr es e nt a gi v e n q u a ntit y. O n e  c ar d d e pi ct e d a 
c o n v e nti o n al s y m b ol, a n ot h er us e d a n i c o ni c r e pr es e nt ati o n, a n d t h e l ast o n e h a d a pi ct ur e of o n e 
of t h e o bj e cts  ( e. g., a si n gl e fis h t o r e pr es e nt 8 fis h). T h e y f o u n d, as h a d H u g h es ( 1 9 8 6), t h at 
c hil dr e n pr o d u c e d m or e s y m b oli c n ot ati o ns as t h e y g ot ol d er. T h e y  als o f o u n d t h at o v er all, 
c hil dr e n w er e m or e s u c c essf ul i n “r e a di n g ” n ot ati o ns pr o vi d e d b y t h e e x p eri m e nt er t h a n t h e o n es 
t h e y h a d pr o d u c e d; t h e eff e ct w as t h e gr e at est f or t h e i c o ni c n ot ati o ns. T h e  a ut h ors s p e c ul at e d  
t h at c hil dr e n di d n ot u n d erst a nd t h e p ri n ci pl e of s y m b oli c r e pr es e nt ati o n. T h at is, t h e y di d n ot s e e 
t h e i c o ni c m ar ki n gs  as h a vi n g t h e s y m b oli c m e a ni n g of r e pr es e nti n g a gi v e n q u a ntit y –  t h e y o nl y 
s a w t h e m as gr a p hi c dis pl a ys. As  s u c h, Bi al yst o k a n d C o d d c o n cl u d e d t h at c hil dr e n c a n b e fl u e nt 
in usi n g n u m b ers t o c o u nt o bj e cts a n d t al k a b o ut q u a ntit y, b ut t h eir a bilit y t o u n d erst a n d a n d us e 
writt e n n ot ati o ns f or n u m b ers d e v el o ps l at er.  
M artí  et al.  ( 2 0 0 5) diff er e nti at e d  b et w e e n t w o vi e ws of n ot ati o ns: o n e as o bj e cts of 
k n o wl e d g e ( e. g., writi n g a n d r e c o g ni zi n g n u m er als) , a n d o n e as ps y c h ol o gi c al t o ols f or pr o bl e m 
s ol vi n g. T h eir  st u d y d e alt wit h t h e l att er. T h e y w a nt e d t o e x pl or e t h e diffi c ulti es  5 - t o 7-y e ar -ol d 
c hil dr e n h a d  i n t h e c o nt e xt of t w o t as ks: ( a) a pr o d u cti o n t as k, i n w hi c h t h ey h a d t o m a k e a 
n ot ati o n t h at w o ul d h el p t h e m r e m e m b er q u alit ati v e ( “ w h at ” w as i n t h e b o x) a n d  q u a ntit ati v e 
( “ h o w m a n y ” w er e i n t h e b o x) i nf or m ati o n; a n d ( b) a n i nt er pr et ati o n t as k, i n w hi c h c hil dr e n h a d 
t o us e t h eir o w n n ot ati o n s t o r e pr o d u c e t h e c o nt e nt t h at w as i n t h e b o x. T h e  t as k pr o v e d diffi c ult 
f or c hil dr e n, a n d M artí et al . h y p ot h esi z e d t h at it w as b e c a us e of a m et a c o g niti v e r estri cti o n: 
c hil dr e n’s m e nt al st at e i n t h e pr o d u cti o n t as k w as diff er e nt fr o m t h eir m e nt al st at e i n  t h e 
i nt er pr et ati o n t as k. T h e y di d n ot a nti ci p at e w h at i nf or m ati o n t h e y n e e d e d t o b e a bl e t o r e pr o d u c e 
t h e t y p e a n d n u m b er of o bj e cts i n t h e b o x at a l at er ti m e. B et w e e n t h e a g es of 5 a n d 6, c hil dr e n 
b e c o m e  a bl e t o a c c ur at el y r e pr es e nt t h e q u alit ati v e as p e cts, b ut it is n ot b ef or e t h e a g e of 7 or 
l at er t h at t h e y ar e  a bl e t o a c c ur at el y r e pr es e nt t h e q u a ntit ati v e as p e cts.  
F o ur pri n ci pl es t h at c o ul d pl a y a r ol e i n c hil dr e n’s e arl y s y m b oli z ati o n a biliti es h a v e b e e n 
i d e ntifi e d i n pri or r es e ar c h (s e e D e L o a c h e & M ar z olf, 1 9 9 2) . First, w h e n c hil dr e n c a n a p pr e ci at e 
s y m b oli c r el ati o ns, it is s ai d t h at t h e y dis pl a y s y m b oli c s e nsiti vit y, w hi c h is  a g e n er al 
pr e dis p ositi o n or r e a di n ess t o r e c o g ni z e t h at o n e o bj e ct m a y st a n d f or a n ot h er. S e c o n d , c hil dr e n 




a n d  as a r e pr es e nt ati o n of s o m et hi n g els e ( D e L o a c h e, 1 9 9 5) . T hir d, c hil dr e n n e e d t o d e m o nstr at e 
r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht, w hi c h m e a ns t h e y m ust k n o w t h at a n o bj e ct c a n st a n d f or s o m et hi n g it is 
n ot. L astl y , w h e n pr es e nti n g c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns t o y o u n g c hil dr e n, o n e n e e ds t o k e e p i n 
mi n d t h at pi ct ur es ar e e asi er f or t h e m t o u n d erst a n d as r e pr es e nt ati o ns of r e al-w orl d  it e ms t h a n 
m o d els or o bj e cts t h at st a n d f or a bstr a ct c o n c e pts . 
R e p r es e nt ati o ns i n M at h e m ati cs  
T h e d o m ai n of m at h e m ati cs is c e nt er e d o n s y m b ols. Wit h o ut  s y m b ols, t h er e w o ul d b e n o 
m at h e m ati cs as w e k n o w it . I n its ess e n c e, t h e f o u n d ati o ns a n d m et h o ds of m at h e m ati cs ar e 
r e pr es e nt ati o n al, a n d n o m at h e m ati c al a cti vit y c a n h a p p e n wit h o ut e xt er n al m at eri al f or ms of 
e x pr essi o n ( D uf o ur -J a n vi er et al., 1 9 8 7; K a p ut, 1 9 8 7 b) . R e pr es e nt ati o ns ( or s y m b ols) c a n s er v e 
m a n y f u n cti o ns. A n y m at eri al or s y m b oli c o bj e ct t h at h as t h e o bj e cti v e t o e n h a n c e or s u p p ort 
m at h e m ati c al t hi n ki n g a n d l e ar ni n g c a n b e t h o u g ht of as a r e pr es e nt ati o n al t o ol ( E m ps o n, 1 9 9 9) . 
T h er e ar e  t hr e e br o a d t y p es of r e pr es e nt ati o n al t o ols t h at c a n s er v e as e xt er n al s u p p orts f or 
l e ar ni n g i n m at h e m ati cs: l a n g u a g e, c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns ( e. g., li n ki n g c u b es, fr a cti o n pi e c es), 
a n d s y m b ols ( e. g., n u m b er s yst e ms, al g e br ai c s y m b ols, gr a p hs, di a gr a ms; E m ps o n, 1 9 9 9; Hi e b ert 
et al., 1 9 9 7) . 
M at h e m ati c al s y m b ols c a n h el p l e ar n ers r e pr es e nt i d e as t h at alr e a d y h a v e r e al-w orl d 
m e a ni n g, a n d t h es e e x p eri e n c es c a n a ct as a n c h ors f or t h e s y m b ols ( Hi e b ert et al., 1 9 9 7) . 
S y m b ols i n m at h e m ati cs c a n s er v e m a n y g o als. O n e  of t h es e g o als is t o s u p p ort  c o m m u ni c ati o n; 
f or cl e ar a n d eff e cti v e c o m m u ni c ati o n t o o c c ur, p e o pl e n e e d t o us e a c o m mo n s y m b ol s yst e m 
t h at r ef ers t o s h ar e d u n d erst a n di n gs ( Hi e b ert et al., 1 9 9 7; K a p ut, 1 9 8 7 b). M at h e m ati c al s y m b ols 
c a n als o h el p wit h c o g niti v e pr o c essi n g b y all o wi n g p e o pl e t o si m plif y a n d a m plif y t h eir 
m at h e m ati c al a cti vit y ( Hi e b ert et al., 1 9 9 7) . It w o ul d b e n e arl y i m p ossi bl e t o d o m at h e m ati cs if 
o n e w er e t o r ef er b a c k t o t h e r ef er e nts at all ti m es ( M as o n, 1 9 8 7) . T h e r e al effi ci e n c y a n d p o w er 
of usi n g m at h e m ati c al s y m b ols a n d al g orit h ms is t h at it r estri cts t h e m a ni p ul at i o n t o n u m b ers 
r at h er t h a n t o t h e q ua ntiti es t h e ms el v es. It is m u c h e asi er a n d effi ci e nt t o us e s y m b ols t h a n t o 
f o c us o n c o m pl e x r ef er e nts a n d t h eir n u a n c es. T h e  m e a ni n g b e hi n d t h e s y m b ols c a n b e a c c ess e d 
if a n d w h e n it is n e e d e d. Est a blis h e d  s y m b ol s yst e ms c a n t h e n b e us e d as r ef er e nts f or t h e 
d e v el o p m e nt a n d u n d erst a n di n g of m or e c o m pl e x c o n c e pts ( Hi e b ert, 1 9 8 8; K a p ut, 1 9 8 7 a , 
1 9 8 7 b) . As t h e s y m b oli c m a ni p ul ati o ns h a p p e n, o n e d o es n ot n e e d t o st o p a n d t hi n k a b o ut t h e 




r e ali z e t h at t h e y ar e i n v ol v e d i n a s y m b oli zi n g pr o c ess ( M as o n, 1 9 8 7). R e pr es e nt ati o ns ar e 
s o m eti m es us e d t o m a k e m at h e m ati cs m or e attr a cti v e or i nt er esti n g w h e n t h e y a d or n or 
e m b ellis h t h e p a g es of t e xt b o o ks, f or e x a m pl e, i n t h e h o p es of m oti v ati n g c hil dr e n or pr es e nti n g 
a n al o gi es t o t h e r e al w orl d ( B all, 1 9 8 3; D uf o ur -J a n vi er et al., 1 9 8 7) . F or e x a m pl e, t h er e c o ul d b e 
a n i m a g e of kitt e ns o n t h e p a g e of a m at h e m ati cs t e xt b o o k n e xt t o a n a d diti o n w or d pr o bl e m  
i n v ol vi n g c ats. C a uti o n s h o ul d b e us e d, h o w e v er, as t h es e f e at ur es c a n s o m eti m es pr o v e 
distr a cti n g a n d c a n a ct u all y hi n d er l e ar ni n g b e c a us e c hil dr e n m i g ht f ail t o s e e t h e c o n n e cti o ns 
b et w e e n t h es e r e pr es e nt ati o ns a n d t h e c o n c e pts t h e y ar e m e a nt t o b e l e ar ni n g  ( K o e di n g er & 
N at h a n, 2 0 0 4; M c N eil & J ar vi n, 2 0 0 7; M c N eil  et al.,  2 0 0 9; P et ers e n & M c N eil, 2 0 1 3).  
 A m yri a d of r e pr es e nt ati o ns e xi st i n m at h e m ati cs, a n d m a n y b eli e v e t h at t h e a bilit y t o 
r e as o n wit h a n d a m o n g m ulti pl e r e pr es e nt ati o ns e x e m plifi es w h at it m e a ns t o b e m at h e m ati c all y 
c o m p et e nt ( L es h, 2 0 0 0; N ati o n al R es e ar c h C o u n cil, 2 0 0 9 ). M et a -r e pr es e nt ati o n al c o m p et e n c e 
h as b e e n d es cri b e d as t h e a bilit y  t o s el e ct, c o nstr u ct, a n d us e  e xt er n al r e pr es e nt ati o ns ( di S ess a & 
S h eri n, 2 0 0 0) . T his i d e a h as b e e n d es cri b e d a n d st u di e d t o a gr e at e xt e nt, a n d t h e v ari o us t er ms 
a n d d efi niti o ns f or m et a-r e pr es e nt ati o n al c o m p et e n c e us e d b y diff er e nt a ut h ors e a c h hi g hli g h t 
s p e cifi c as p e cts  ( A c e v e d o Nist al et al. , 2 0 0 9). T h er e ar e t w o m ai n c o nstr u cts t h at h a v e b e e n 
c o nsi d er e d: ( a) t h e a bilit y t o tr a nsl at e m e a ni n g fr o m o n e r e pr es e nt ati o n t o a n ot h er (i. e., i nt er-
r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y), a n d ( b) t h e a bilit y t o d o tr a nsf or m ati o ns  wit hi n o n e gi v e n  
r e pr es e nt ati o n (i ntr a-r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y; D eli yi a n ni  et al. , 2 0 1 6) . Ot h er l a b els h a v e b e e n 
us e d f or e a c h of t h es e t w o c o nstr u cts. F or  e x a m pl e,  i nt er-r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y h as b e e n 
r ef err e d t o as r e pr es e nt ati o n al fl u e n c y (Bi e d a & N at h a n, 2 0 0 9; C e u p p e ns  et al. , 2 0 1 8; L es h, 
1 9 9 9 ; N at h a n et al. , 2 0 0 2 ) a n d  r e pr es e nt ati o n al c o m p et e n c e ( S h afrir, 1 9 9 9), w h er e as i ntr a-
r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y h as b e e n c all e d a d a pti vit y ( Si e gl er & L e m air e, 1 9 9 7)  a n d 
r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y ( L es h et al., 1 9 8 7). T h o m as  a n d H o n g  ( 2 0 01 ) i ntr o d u c e d t h e n oti o n of 
r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y, w hi c h is t h e a bilit y t o e x hi bit b ot h r e pr es e nt ati o n al fl u e n c y a n d 
r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y. 
As w as e x pl ai n e d  a b o v e, t h e t er ms fl e xi bilit y a n d fl u e n c y h a v e b e e n us e d m a n y diff er e nt 
w a ys i n t h e lit er at ur e ( A c e v e d o Nist al et al., 2 0 0 9) a n d s o it is i m p ort a nt t h at I d efi n e h o w I will 
us e t h es e t er ms i n t h e c o nt e xt of t his st u d y. I n  t h e pr es e nt st u d y, I will us e t h e t er m 
r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y  t o d es cri b e a n a bilit y t h at e n c o m p ass es b ot h s y m b oli c fl e xi bilit y  a n d 




t o a k n o w n t ar g et m a ni p ul ati v e a n d s y m b oli c fl u e n c y as t h e a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e 
r ef er e nt t o a n o v el m a ni p ul ati v e.  
Eff e cti v e Us e of M a ni p ul ati v es i n t h e Cl ass r o o m 
M a ni p ul ati v es c a n b e d es cri b e d as c o n cr et e o bj e cts us e d t o h el p st u d e nts r e pr es e nt a n d 
u n d erst a n d a bstr a ct m at h e m ati c al i d e as  or t o s u p p ort c arr yi n g o ut m at h e m ati c al pr o c e d ur es  
( Hi e b ert, 1 9 9 2; L as ki  et al. , 20 1 5; M c N eil & J ar vi n, 2 0 0 7; M o y er, 2 0 0 1)  E arl y t h e orists s u c h as 
Pi a g et, Br u n er, a n d M o nt ess ori b eli e v e d t h at i n or d er t o c o nstr u ct a bstr a ct c o n c e pts, y o u n g 
c hil dr e n n e e d e d t o i nt er a ct wit h o bj e cts i n t h eir e n vir o n m e nt ( B ur ns & H a m m, 2 0 1 1; M c N eil & 
J ar vi n,  2 0 0 7; Utt al  et al. , 1 9 9 7). T h e ass u m pti o n u n d erl yi n g t h es e t h e or eti c al p ers p e cti v es is t h at 
y o u n g c hil dr e n h a v e n ot y et d e v el o p e d t h e a bilit y t o r e as o n a bstr a ctl y a n d will b e i n a b ett er 
p ositi o n t o u n d erst a n d c ert ai n c o n c e pts if first pr es e nt e d usi n g  vis u al r e pr es e nt ati o ns ( as o p p o s e d 
t o s y m b oli c r e pr es e nt ati o ns) wit h t h e h el p of c o n cr et e m a ni p ul ati v es ( C ar b o n n e a u et al. , 2 0 1 3). 
B y m a ki n g a bstr a ct c o n c e pts c o n cr et e, t h e n, m a ni p ul ati v es c a n h el p c hil dr e n s ol v e pr o bl e ms t h at 
w o ul d ot h er wis e b e t o o diffi c ult (J a c o bs & K usi a k, 2 0 0 6) . 
M a ni p ul ati v es h a v e b e e n f o u n d t o b e b e n efi ci al f or l e ar ni n g i n diff er e nt d o m ai ns, s u c h as  
l a n g u a g e, s ci e n c e, a n d m at h e m ati cs ( e. g., C ar b o n n e a u  et al., 2 0 1 3; Gl e n b er g, 2 0 0 8 ; S h er m a n & 
Bis a n z, 2 0 0 9; Z a c h ari a & Ol y m pi o u , 2 0 1 1) , a n d t h e c o g niti v e a biliti es t h at pr e p ar e c hil dr e n t o 
us e s y m b ols eff e cti v el y mi g ht b e si mil ar a cr oss d o m ai ns ( Gr o m k o, 1 9 8 8) . M a n y t e a c h ers h a v e 
c o m e t o b eli e v e t h at y o u n g c hil dr e n will b e n efit fr o m t o u c hi n g a n d m o vi n g c o n cr et e o bj e cts 
w h e n l e ar ni n g m at h e m ati cs ( L e e & Gi ns b ur g, 2 0 0 9 ; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5 ). I n f a ct, o n e of 
t h e o bj e cti v es list e d b y t h e Q u é b e c E d u c ati o n Pr o gr a m ( Mi nist èr e d e l’ É d u c ati o n d u Q u é b e c , 
2 0 0 1) f or el e m e nt ar y e d u c ati o n r ef ers t o t h e us e of diff er e nt r e pr es e nt ati o ns ( e. g., o bj e cts) t o 
ill ustr at e m at h e m ati c al c o n c e pts. I n  m a n y j uris di cti o ns i n N ort h A m eri c a, usi n g c o n cr et e o bj e cts 
d uri n g m at h e m ati cs i nstr u cti o n t o pr o m ot e st u d e nt l e ar ni n g is c o nsi d er e d a n eff e cti v e 
p e d a g o gi c al t e c h ni q u e ( e. g., C o m m o n C or e St at e St a n d ar ds I niti ati v e, 2 0 1 0; M o c h, 2 0 0 1) . 
M a ni p ul ati v e -b as e d i nstr u cti o n h as b e e n s h o w n  t o h a v e a p ositi v e eff e ct o n diff er e nt l e ar ni n g 
o ut c o m es, s u c h as r e c all, a p pli c ati o n, a n d tr a nsf er ( C ar b o n n e a u  et al. , 2 0 13 ). 
O n e i m p ort a nt iss u e wit h usi n g m a ni p ul ati v es  is t h at it is p ossi bl e t h at st u d e nts will s e e 
t h e r e pr es e nt ati o ns as o bj e cts t h e ms el v es, a n d n ot as t o ols t h at c a n h el p t h e m s ol v e m at h e m ati c al 
pr o bl e ms ( D uf o ur -J a n vi er  et al., 1 9 8 7) . I n ot h er w or ds, th e y mi g ht n ot h a v e d e v el o p e d d u al 
r e pr es e nt ati o n (D e L o a c h e, 1 9 9 5) . W h e n t e a c h ers us e m a ni p ul ati v es or di a gr a ms t o s u p p ort t h eir 
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st u d e nts’ l e ar ni n g, t h e y n e e d t o k e e p i n mi n d t h at st u d e nts n e e d ti m e a n d g ui d a n c e t o c o nstr u ct 
a n d d e v el o p m e a ni n g f or t h es e t o ols; t h er e is n o m e a ni n g i n h er e nt t o t h e t o ols t h e ms el v es 
( Hi e b ert et al., 1 9 9 7; Utt al et al. , 2 0 0 6). M a ni p ul ati v es o n t h eir o w n d o n ot h el p st u d e nts d e v el o p 
c o n c e pt u al u n d erst a n di n g of t h e m at h e m ati cs i n v ol v e d ( M o y er, 2 0 1 1; R es ni c k & O m a ns o n, 
1 9 8 7) . T e a c h ers n e e d t o r e ali z e t h at m a ni p ul ati v es a n d ot h er vis u a l m o d els ar e a m e a ns t o t h e 
m at h e m ati cs a n d n ot t h e e n d ( B all, 1 9 9 2; P etit et al., 2 0 1 6) . Usi n g t o ols t o si m pl y h el p st u d e nts 
g e n er at e a ns w er s mi g ht n ot b e as pr o d u cti v e a n d as b e n efi ci al t o t h e d e v el o p m e nt of st u d e nts’ 
u n d erst a n di n g t h a n usi n g t h e m as t o o ls t o t hi n k wit h or r efl e ct o n diff er e nt s ol uti o ns ( E m ps o n et 
al. , 2 0 1 1; Hi e b ert et al., 1 9 9 7; P u c h n er  et al.  2 0 0 8) . 
T o e ns ur e t h at c hil dr e n ar e gi v e n a n d us e t h e t o ols t h e y n e e d t o s u c c e e d i n s c h o ol, it is 
i m p ort a nt t o c o nsi d er n ot o nl y  t h e c o nt e nt (i. e., w h at is b ei n g t a u g ht), b ut als o t h e pr o c ess (i. e., 
h o w it is t a u g ht; W eis b er g  et al. , 2 0 1 3) . Usi n g m a ni p ul ati v es  i n t h e cl assr o o m off ers n o 
g u ar a nt e e t h at st u d e nts will vi e w t h e m a n d us e t h e m as t h e t e a c h er i nt e n ds  (i. e., f or r efl e cti o n 
a n d t h o u g ht), s o it is criti c al t h at t e a c h ers t hi n k a b o ut h o w t h e y ar e b ei n g i ntr o d u c e d, us e d, a n d 
w h at t h eir r el ati o ns hi ps ar e t o t h e u n d erl yi n g c o n c e pts t h e y ar e tr yi n g t o c o n v e y ( B all, 1 9 9 2; 
Hi e b ert et al., 1 9 9 7) . T h re e as p e cts  r el at e d t o m a ni p ul ati v e-us e i n t h e cl assr o o m  m a y  i nfl u e n c e 
h o w c hil dr e n d e v el o p a n u n d erst a n di n g of t h e s y m b ol -r ef er e nt r el ati o ns hi p: ( a) t h e n at ure a n d 
p er c e pt u al f e at ur es of t h e m a ni p ul ati v es c h os e n  ( e. g., C h a o et al. , 2 0 0 0 ; P et ers e n & M c N eil, 
2 0 0 3 ), ( b) t h e str u ct ur e of t h e  l e ar ni n g e n vir o n m e nt a n d t h e l e v el of i nstr u cti o n al g ui d a n c e  (e. g., 
Br o w n  et al. , 2 0 0 9 ; C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5 ), a n d ( c ) st u d e nts’ 
i n di vi d u al diff er e n c es i n t er ms of pri or k n o wl e d g e, c o g niti v e f a ct ors , a n d  t h eir o w n 
i nt er pr et ati o ns ( e. g., F yf e & Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 6; Os a n a , Pr z e d n o w e k, et al., 2 0 1 8 ). 
N at u r e of t h e M a ni p ul ati v es   
A n y gi v e n m a ni p ul ati v e will c o m e wit h its o w n  s et of  aff or d a n c es. Aff or d a n c es  h a v e 
b e e n d efi n e d as  “t h e p h ysi c al a n d p er c e pt u al pr o p erti es of a n o bj e ct t h at dir e ct a n d c o nstr ai n a 
us er’s a cti o ns ” ( Os a n a, Bl o n di n, et al. , 2 0 1 8, p. 1; s e e als o Gi bs o n, 1 9 7 9; Gr e e n o, 1 9 9 4) . It is 
li k el y t h at m a n y diff er e nt f e at ur es of c o n cr et e o bj e cts i nt er a ct a n d l e a d t o diff er e nt l e ar ni n g 
o ut c o m es. F yf e  a n d N at h a n ( 2 0 1 9) pr o p os e d  a fr a m e w or k t o ill ustr at e h o w r e pr es e nt ati o ns mi g ht 
diff er fr o m o n e a n ot h er i n t er ms of t h eir p er c e pt u al ri c h n ess (l o w t o hi g h), t h eir p h ysi c alit y (t w o - 
or t hr e e -di m e nsi o n al), t h e l e ar n er’s l e v el of f a mili arit y (l o w t o hi g h), a n d t h e n arr ati v e c o nt e xt i n 
w hi c h t h e y  ar e  c o u c h e d (l o w t o hi g h) . 
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O n e p ossi bl e dr a w b a c k  of h a vi n g m a ni p ul ati v es wit h p er c e pt u all y -s ali e nt  s urf a c e f e at ur es 
is t h at t h e f e at ur es will distr a ct l e ar n ers fr o m usi n g m a ni p ul ati v es  i n t h e i nt e n d e d m at h e m ati c al 
m a n n er ( M c N eil & J ar vi n, 2 0 0 7; M c N eil  et al., 2 0 0 9 ; P et ers e n & M c N eil, 2 0 1 3). R es ults fr o m 
st u di es f o c usi n g o n  t h e eff e ct of t h e s ali e n c e of m a ni p ul ati v es’ p er c e pt u al f e at ur es ar e n ot 
u n a ni m o us , h o w e v er. W hil e  s o m e c o nt e n d t h at t h e r e alisti c n at ur e of t h e m a ni p ul ati v es  mi g ht 
h el p c u e r e al -w orl d k n o wl e d g e , w hi c h c a n h el p pr o bl e m s ol vi n g (s e e M arti n, 2 0 0 9; M c N eil et 
al., 2 0 0 9 ), ot h ers h a v e f o u n d t h at t h e s u p erfi ci al i nf or m ati o n f or s o m e m at eri als mi g ht i nt erf er e 
wit h l e ar ni n g ( C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; K a mi ns ki  et al. , 2 0 0 9; S ar a m a & Cl e m e nts, 2 0 0 9) . 
It is ass u m e d t h at w h e n st u d e nts e n c o u nt er pr o bl e ms i n r e al -w orl d c o nt e xt s, t h e y will 
p erf or m b ett er t h a n w h e n t h e y ar e gi v e n pr o bl e ms tr a diti o n all y gi v e n i n s c h o ol (e. g., M c N eil et 
al., 2 0 0 9) . R es e ar c h ers h a v e f o u n d t h at y o u n g Br a zili a n str e et v e n d ors , f or e x a m pl e, p erf or m e d 
b et t er o n arit h m eti c pr o bl e ms t h at i n v ol v e d r e al c urr e n c y t h a n o n arit h m eti c pr o bl e ms t h at di d 
n ot ( C arr a h er  et al. , 1 9 8 5). R e alisti c a n d p er c e pt u all y -ri c h m a ni p ul ati v es mi g ht a cti v at e 
c hil dr e n’s r e al -w orl d k n o wl e d g e a n d h el p t h e m m a k e s e ns e of a bstr a ct c o n c e pts ( M c N eil et al., 
2 0 0 9; M c N eil & J ar vi n, 2 0 0 7) . D uri k a n d H ar a c ki e wi c z ( 2 0 0 7 ) f o u n d t h at m at eri als t h at ar e 
hi g hl y s ali e nt (i. e., e n h a n c e d wit h c ol ors a n d pi ct ur es) mi g ht b e b e n efi ci al f or s o m e st u d e nts 
b e c a us e t h e y will m a k e t h e l ess o ns m or e i nt er esti n g. T h e y s u g g est e d t h at vis u all y sti m ul ati n g 
a n d a est h eti c all y pl e asi n g m at eri als mi g ht h el p st u d e nts w h o st art off wit h a l o w l e v el of i nt er est 
b e c o m e m or e i n v ol v e d i n t h e l ess o n. It is i m p ort a nt t o n ot e, h o w e v er, t h at D uri k a n d 
H ar a c ki e wi c z’s st u d y w as c o n d u ct e d wit h c oll e g e st u d e nts  a n d as s u c h,  t h eir fi n di n gs mi g ht n ot 
g e n er ali z e t o a y o u n g er a g e gr o u p . 
Ot h er r es e ar c h e x a mi ni n g t h e eff e cts of m a ni p ul ati v e us e o n st u d e nt l e ar ni n g h as hi nt e d 
at dis a d v a nt a g es t o usi n g hi g hl y s ali e nt m at eri als i n t h e m at h e m ati cs cl assr o o m. W h e n  st u d e nts 
ar e gi v e n m a ni p ul ati v es t h at ar e p er c e pt u all y ri c h, t h eir att e nti o n mi g ht b e dr a w n t o t h e s urf a c e 
f e at ur es of t h e o bj e cts a n d a w a y fr o m t h e c o n c e pts t h es e o bj e cts s y m b oli z e; i n ot h er w or ds, t h eir 
r e pr es e nt ati o ns of t h e p er c e pt u al d et ails mi g ht c o m p et e wit h t h eir r e pr es e nt ati o ns of c o n c e pts 
a n d pr o c e d ur es ( L as ki et al., 2 0 1 5; M c N eil et  al., 2 0 0 9; M c N eil & J ar vi n, 2 0 0 7 ; R os e n et al. , 
2 0 1 8 ). M c N eil et al. ( 2 0 0 9) c o n d u ct e d t w o st u di es wit h st u d e nts i n G r a d es 4 t hr o u g h 6. I n t h eir 
first st u d y, t h e y g a v e o n e gr o u p of st u d e nts bills a n d c oi ns t h at l o o k e d si mil ar t o r e al m o n e y t h at 
t h e y c o ul d us e t o h el p t h e m s ol v e w or d pr o bl e ms i n v ol vi n g m o n e y. T h e  c o ntr ol gr o u p di d n ot 
r e c ei v e a n y bills or c oi ns. T h e  a ut h ors f o u n d t h at t h e c o ntr ol gr o u p p erf or m e d b ett er t h a n t h e 
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e x p eri m e nt al gr o u p. T his  l e d t h e m t o s u g g est t h at t h e p er c e pt u all y-ri c h f e at ur es of t h e bills a n d 
c oi ns hi n d er e d t h e st u d e nts’ p erf or m a n c e . 
I n t h eir s e c o n d st u d y, M c N eil et al. ( 2 0 0 9) w a nt e d to s e e if usi n g “ bl a n d ” m o n e y i nst e a d 
of p er c e pt u all y -ri c h m o n e y w o ul d i nfl u e n c e st u d e nts’ p erf or m a n c e. T h e y  assi g n e d p arti ci p a nts t o 
o n e of t hr e e c o n diti o ns: ( a) “ p er c e pt u all y -ri c h ” m o n e y, ( b) “ bl a n d ” m o n e y (st u d e nts w er e gi v e n 
bl a c k -a n d -w hit e bills a n d c o i ns t h at di d n ot i n cl u d e e xtr a n e o us p er c e pt u al d et ails), a n d ( c) 
c o ntr ol (st u d e nts w er e n ot gi v e n a n y bills or c oi ns) . T h e a ut h ors f o u n d t h at t h e st u d e nts i n t h e 
“ p er c e pt u all y -ri c h ” c o n diti o n m a d e m or e err ors t h a n st u d e nts i n t h e “ bl a n d ” or c o ntr ol 
c o n diti o ns. T h e y  als o f o u n d, h o w e v er, t h at t h e err ors m a d e b y t h e st u d e nts i n t h e “ p er c e pt u all y -
ri c h ” c o n diti o n w er e l ess li k el y t o b e c o n c e pt u al err ors. T his  fi n di n g s u g g ests t h at w h e n st u d e nts 
w er e usi n g t h e r e alisti c m o n e y, it a cti v at e d t h eir r e al -w orl d k n o wl e d g e, a n d t h e y w er e t h us b ett er 
a bl e t o u n d erst a n d t h e pr o bl e m c o n c e pt u all y. M c N eil  et al. c o nt e n d e d t h at if a t e a c h er’s g o al is t o 
r e d u c e st u d e nts’ err ors i n t er ms of a c c ur a c y, h e or s h e  s h o ul d st e er a w a y fr o m  p er c e pt u all y -ri c h 
m a ni p ul ati v es. P er c e pt u all y -ri c h m a ni p ul ati v es c a n b e us ef ul, h o w e v er, if t e a c h ers w a nt t o t ar g et 
st u d e nts’ c o n c e pt u ali z ati o n of pr o bl e ms . 
C ar b o n n e a u et al.’s ( 2 0 1 3) m et a -a n al ysis als o yi el d e d tr a d e-off eff e cts  of p er c e pt u all y -
ri c h m a ni p ul ati v es o n st u d e nt l e ar ni n g. W h e n l o o ki n g at r et e nti o n of l e ar ni n g, t h e y f o u n d t h at 
st udi es t h at h a d us e d p er c e pt u all y -ri c h m a ni p ul ati v es h a d a s m all er eff e ct o n st u d e nt 
p erf or m a n c e c o m p ar e d t o st u di es t h at us e d bl a n d m a ni p ul ati v es. O n  t h e ot h er h a n d,  p er c e pt u all y -
ri c h m a ni p ul ati v es s e e m e d t o e n h a n c e st u d e nts’ tr a nsf er, p er h a ps b e c a us e t h es e m a ni p ul ati v es 
f a cilit at e d a gr e at er c o n c e pt u al u n d erst a n di n g.  I n o n e of h er st u di es wit h s c al e m o d els, D e L o a c h e 
( 2 0 0 0) e x a mi n e d h o w d e cr e asi n g or i n cr e asi n g t h e s ali e n c e of t h e m o d el i nfl u e n c e d y o u n g 
c hil dr e n’s a bilit y t o s e e t h e m o d el as a s y m b ol. S h e  f o u n d t h at w h e n t h e m o d el w as pl a c e d 
b e hi n d a wi n d o w  ( d e cr e as e d s ali e n c e), it m a d e it e asi er f or c hil dr e n t o us e it as a r e pr es e nt ati o n 
of t h e lif e-si z e r o o m. Wh e n  c hil dr e n w er e all o w e d t o pl a y wit h t h e m o d el at t h e b e gi n ni n g o f t h e 
t as k (i n cr e as e d s ali e n c e), h o w e v er, it m a d e it m or e diffi c ult f or t h e m t o u n d erst a n d t h e “st a n ds 
f or ” r el ati o n b et w e e n t h e m o d el a n d t h e n or m al-si z e r o o m. Os a n a, Pr z e d n o w e k, et al.  ( 2 0 1 8) 
f o u n d si mil ar r es ults i n t h eir st u d y of h o w diff er e nt w a ys of e n c o di n g pl asti c c hi ps i nfl u e n c e d 
h o w s e c o n d  gr a d ers  l e ar n e d t o us e t h e m t o r e pr es e nt b as e -1 0 d e n o mi n ati o ns (i. e. , 1, 1 0, 1 0 0). 
W h e n c hil dr e n pl a y e d  wit h t h e pl asti c c hi ps d uri n g t h e e n c o di n g p h as e, t h e y h a d a h ar d er ti m e 
usi n g t h e c hi ps as r e pr es e nt ati o ns of q u a ntiti es d uri n g t h e i nstr u cti o n c o m p ar e d t o t h e c hil dr e n 
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w h o h a d i nt er a ct e d wit h t h e c hi ps i n a q u a ntit ati v e w a y d uri n g t h e e n c o di n g p h as e.  P er c e pt u all y -
ri c h c o n cr et e m at erials , t h e n, m a y b e i nt er esti n g a n d e n g a gi n g f or st u d e nts a n d h el p t h e m t o 
b ett er c o n c e pt u ali z e pr o bl e ms, b ut st u d e nts mi g ht c o nsi d er t h e m o nl y as o bj e cts (r at h er t h a n as 
s y m b ols), t h er ef or e m a ki n g it diffi c ult f or t h e m t o u n d erst a n d t h e d u al r e pr es e nt ati o n of t h e 
m a ni p ul ati v es us e d i n t h e cl assr o o m ( C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; D e L o a c h e et al., 1 9 9 8; 
M c N eil et al., 2 0 0 9; Sl o ut s k y  et al. , 2 0 0 5; Utt al et al., 1 9 9 7 ). 
L e a r ni n g E n vi r o n m e nt a n d Inst r u cti o n al G ui d a n c e   
T o l e ar n a n d u n d erst a n d m at h e m ati cs, o n e h as t o m a k e s e ns e of its s y m b ols a n d 
u n d erst a n d w hi c h c o n c e pt u al r ef er e nts t h e y all u d e t o. F or p e o pl e t o us e s y m b ols i n t h e w a y t h e y 
ar e i nt e n d e d, t h e y n e e d t o u n d erst a n d t h e s y m b ol -r ef er e nt li n ks. T h e i d e a of m a p pi n g s y m b ols t o 
c o n c e pts, wit h m e a ni n g b ei n g a b y -pr o d u ct of t h e r el ati o ns a m o n g r e pr es e nt ati o ns of t h e w orl d 
a n d m e nt al r e pr es e nt ati o ns, h as its r o ots i n i nf or m ati o n -pr o c essi n g t h e or y, i n w hi c h l e ar ni n g is 
c o nsi d er e d a n a cti v e pr o c ess ( Gr a v e m e ij er, 2 0 0 2; M eir a, 1 9 9 5). T o f ull y a p pr e ci at e h o w 
s y m b oli zi n g c a n i m p a ct c hil dr e n’s l e ar ni n g, h o w e v er, i nfl u e n c es fr o m c o nstr u cti vist a n d s o ci o -
c ult ur al p ers p e cti v es als o n e e d t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt. T e a c h ers  h a v e a n a cti v e r ol e t o pl a y i n 
t h e d e v el o p m e nt of c hil dr e n’s c o n n e cti o ns b et w e e n r e pr es e nt ati o ns a n d m at h e m ati cs k n o wl e d g e, 
a n d st u d e nts’ l e ar ni n g will b e i nfl u e n c e d b y h o w t h e y a p pr o pri at e a n d i nt er n ali z e t h e 
r e pr es e nt ati o n al t o ols t h e y us e i n t h eir m at h e m ati c al a cti viti es ( Gr a v e m eij er, 2 0 0 2). 
T h er e  is still s o m e d e b at e as t o h o w c hil dr e n s h o ul d c o m e t o u n d erst a n d t h e s y m b ol-
r ef er e nt li n ks. M a n y r es e ar c h ers s u p p ort t h e i d e a t h at t e a c h ers s h o ul d m a k e t h e li n ks b et w e e n 
r e pr es e nt ati o ns a n d t h eir r ef er e nts e x pli cit (s e e D e L o a c h e et al., 1 9 9 9; Hi e b ert, 1 9 8 4; Os a n a & 
Pits ol a ntis, 2 0 1 3), w h er e as ot h ers c o nt e n d t h at c hil dr e n s h o ul d h a v e fr e e d o m t o e x pl or e 
m a ni p ul ati v es o n t h eir o w n (s e e M arti n, 2 0 0 9; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) . T h es e o p p osi n g vi e ws 
e c h o t h e dis c ussi o ns t h at t a k e pl a c e o n i nstr u cti o n al a p pr o a c h e s m or e g e n er all y.  T h er e  h a v e b e e n 
m a n y d e b at es o v er t h e p ast d e c a d es as t o t h e m ost eff e cti v e t e a c hi n g a p pr o a c h es , a n d i n t h e 
c o nt e xt of m at h e m ati cs e d u c ati o n , t h es e h a v e b e e n c all e d “t h e m at h w ars ” ( F us o n, 2 0 0 9; 
S c h o e nf el d, 2 0 0 4) . T h es e d e b at es e nt ail  t w o e xtr e m e p ositi o ns o n h o w c hil dr e n s h o ul d b e t a u g ht 
m at h e m ati cs t o m a xi mi z e l e ar ni n g o ut c o m es. O n  o n e h a n d , t h er e is t h e “i nstr u cti o nist ” c a m p, 
wit h a p pr o a c h es  s u c h as  dir e ct i nstr u cti o n, w hi c h c o nt e n ds t h at c hil dr e n l e ar n b est t hr o u g h 
e x pli cit i nstr u cti o n a n d r e p etiti o n, a n d o n t h e ot h er e n d, t h er e is t h e “ c o nstr u cti vist ” c a m p, wit h 
a p pr o a c h es s u c h as dis c o v er y l e ar ni n g t hr o u g h w hi c h c hil dr e n ar e s ai d t o u n c o v e r t h e k e y 
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pri n ci pl es u n d erl yi n g t h eir e x p eri e n c es ( R oll et al., 2 0 1 8; Tr ni ni c, 2 0 1 8) . A d v o c at es of i n q uir y 
l e ar ni n g c o nt e n d t h at it c a n b e a p o w erf ul m et h o d t h at l e a ds t o a d e e p c o nstr u cti o n of k n o wl e d g e, 
w h er e as its criti cs p osit t h at it pr es e nts t o o m u c h  of a c o g niti v e l o a d f or t h e l e ar n er, t h er e b y 
r e d u ci n g t h e c a p a cit y t o pr o c ess a n d st or e r el e v a nt i nf or m ati o n i nt o l o n g-t er m m e m or y (s e e 
Alfi eri et al., 2 0 1 1; H m el o -Sil v er  et al. , 2 0 0 7; Kirs c h n er et al. , 2 0 0 6; L a z o n d er & H ar ms e n, 
2 0 1 6) . 
O n e of t h e iss u es f or r es e ar c h ers w h o h a v e e x a mi n e d t h e eff e cts of “ g ui d a n c e -t y p e ” 
a p pr o a c h es o n l e ar ni n g , h o w e v er, is t h at t h er e is a l a c k of c o m p ar a bilit y i n o p er ati o n al 
d efi niti o ns  t h at ar e us e d i n diff er e nt st u di es, a n d v ari o us  t er ms h a v e b e e n us e d s u ch as 
c o o p er ati v e l e ar ni n g, g ui d e d i n q uir y, g ui d e d dis c o v er y, g ui d e d pl a y, q u esti o ni n g, f e e d b a c k, 
pr o m pts, a n d c o -c o nstr u cti o n t e c h ni q u es  (Cl ar k, 2 0 0 9; Cl e m e nts & J os wi c k, 2 0 1 8; H or a n & 
C arr, 2 0 1 8 a; F yf e & Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 2; Kl a hr, 2 0 1 0 ; Wis e & O’ N eil l, 2 0 0 9). T his iss u e of 
i nc o nsist e nt t er mi n ol o g y  m a k es it diffi c ult t o c o m p ar e a n d g e n er ali z e a cr oss st u di es. S e v er al 
d efi niti o ns of g ui d a n c e h a v e b e e n pr o p os e d i n t h e lit er at ur e ; L a z o n d er a n d H ar ms e n ( 2 0 1 6) 
d efi n e d it as “ a n y f or m of assist a n c e off e r e d b ef or e a n d/ or d uri n g t h e i n q uir y l e ar ni n g pr o c ess 
t h at ai ms t o si m plif y, pr o vi d e a vi e w o n, eli cit, s u p pl a nt, or pr es cri b e t h e s ci e ntifi c r e as o ni n g 
s kills i n v ol v e d ” ( p. 6 8 7) . Ot h er  as p e ct s of g ui d a n c e t h at h a v e  b e e n d es cri b e d ar e i nt er a cti o ns 
b et w e e n t e a c h er a n d st u d e nts  a n d t h e pr es e n c e of s c aff ol di n g or s u p p orti v e a n d c orr e cti v e 
f e e d b a c k gi v e n t o st u d e nts  i n r es p o ns e t o t h eir q u esti o ns a n d t h e diffi c ulti es t h e y e n c o u nt er 
d u ri n g t h eir l e ar ni n g att e m pts ( Cl ar k, 2 0 0 9; H or a n & C arr, 2 0 1 8 a). I n t h e c urr e nt st u d y, t hr e e 
i nstr u cti o n al c o n diti o ns w er e  c o m p ar e d: ( a) dir e ct i nstr u cti o n, w hi c h r ef ers t o a s e q u e n c e of 
i nstr u cti o n i n w hi c h t h e i nstr u ct or e x pli citl y t ells t h e c hil d t h e q u a ntit ati v e r ef er e nt f or a t ar g et 
m a ni p ul ati v e  (s e e Kirs c h n er et al., 2 0 0 6), ( b) g ui d e d e x pl or ati o n, d uri n g w hi c h t h e i nstr u cti o n 
off ers hi nts  a n d pr o m pts t o l e a d t h e c hil d t o dis c o v er t h e q u a ntit ati v e r ef er e nt f or t h e t ar g et 
m a ni p ul ati v e (si mil ar t o w h at h as b e e n c all e d g ui d e d dis c o v er y ; s e e M a y er, 2 0 0 4; F yf e & Rittl e -
Jo h ns o n, 2 0 1 2), a n d ( c) c o ntr ol, w hi c h c o ul d b e s e e n as a “ p ur e ” dis c o v er y c o n diti o n b e c a us e it 
i n cl u d es n o f e e d b a c k w h ats o e v er fr o m t h e i nt er vi e w er. 
M a y er ( 2 0 0 4) a n d ot h ers ( e. g., C ar b o n n e a u et al., 2 0 1 3 ; S c h w art z & Br a nsf or d, 1 9 9 8 ) 
s u g g est e d t h at i nst e a d of s u p p orti n g o n e or t h e ot h er of t h e p ositi o n s a d v a n c e d as p art of t his 
d e b at e, dis c o v er y l e ar ni n g s h o ul d b e c o nsi d er e d as a r a n g e; instr u cti o n al  a p pr o a c h es, t h e n, c o ul d 
b e s e e n as e xisti n g al o n g a c o nti n u u m wit h dir e ct i nstr u cti o n at o n e e n d, “ p ur e ” dis c o v er y at t h e 
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ot h er, a n d g ui d e d dis c o v er y s o m e w h er e i n b et w e e n . T h e or eti c al a n d e m piri c al s u p p ort h as b e e n 
f o u n d f or v ari o us p oi nts o n t h e c o nti n u u m (s e e H us h m a n & M arl e y, 2 0 1 5; L e e & A n d ers o n, 
2 0 1 3; M arl e y & C ar b o n n e a u, 2 0 1 4 b ), alt h o u g h “ p ur e ” dis c o v er y h as n ot b e e n f o u n d t o b e 
eff e cti v e , a n d it h as b e e n s ai d t h at i n q uir y s h o ul d b e a c c o m p a ni e d b y t e a c h er g ui d a n c e ( L a z o n d er 
& H ar ms e n, 2 0 1 6) . O n e m et a -a n al ysis ( Alfi eri  et al. , 2 0 1 1) c o m p ari n g diff er e nt i nstr u cti o n al 
a p pr o a c h es f o u n d t h at u n assist e d dis c o v er y r es ult e d i n p o or l e ar ni n g o ut c o m es r el ati v e t o 
pr o vi di n g s o m e i nstr u cti o n al s u p p ort. O n e  p ossi bl e e x pl a n ati o n f or t his is t h at  l e ar ni n g b y 
dis c o v er y mi g ht  r e q uir e a gr e at er n u m b er of m e nt al o p er ati o ns ( e. g., s el e cti n g r el e v a nt 
i nf or m ati o n, or g a ni zi n g a n d i nt e gr ati n g n e w i nf or m ati o n, m et a c o g niti o n), as w ell as b ett er 
e x e c uti v e c o ntr ol of att e nti o n, i n c o m p aris o n wit h l e ar ni n g u n d er a m or e dir e cti v e a p pr o a c h.  
O n e  ar g u m e nt i n f a v or of a m or e dir e ct i nstr u cti o n o n t h e li n k b et w e e n a m a ni p ul ati v e 
a n d its r ef er e nt is t h at wit h o ut str u ct ur e t o g ui d e st u d e nts’ l e ar ni n g, st u d e nts  m a y i nt er a ct wit h 
t h e o bj e cts i n w a ys t h at d o n ot s u p p ort l e ar ni n g t h e i nt e n d e d c o n c e pt, w hi c h will pr e v e nt t h e m 
fr o m c o nstr u cti n g k n o wl e d g e t h at c o ul d tr a nsf er t o ot h er r e pr es e nt ati o ns ( Br o w n et al. , 2 0 0 9; 
M a y er, 2 0 0 4; S ar a m a & Cl e m e nts, 2 0 0 9; Utt al  et al. , 2 0 0 9) . C ar b o n n e a u  a n d M arl e y  ( 2 0 1 5) 
st u di e d t h e eff e cti v e n ess of i nstr u cti o n wit h m a ni p ul ati v es o n pr es c h o ol ers’ l e ar ni n g. T h e y f o u n d 
t h at m a ni p ul ati v e us e w as m ost eff e cti v e w h e n t h e i nstr u cti o n i n c or p or at e d hi g h l e v els of 
s u p p ort. St u d e nts  w h o r e c ei v e d hi g h l e v els of g ui d a n c e o ut p e rf or m e d t h os e w h o r e c ei v e d l o w 
i nstr u cti o n al g ui d a n c e. Os a n a  et al.  ( 2 0 1 7) als o f o u n d t h at i nstr u cti o n al g ui d a n c e le d t o i m pr o v e d 
k n o wl e d g e i n t h eir s e c o n d -gr a d e p arti ci p a nts, b ut t his w as n ot t h e c as e f or all of t h eir m e as ur es 
of pl a c e v al u e a n d r e gr o u pi ng. I n  s o m e c as es, it w as w h e n n o i nstr u cti o n al g ui d a n c e w as off er e d 
t h at k n o wl e d g e i n cr e as e d, b ut t his w as f o u n d o nl y w h e n c o n cr et e o bj e cts w er e us e d b ef or e 
writt e n n ot ati o n . 
W h e n str u ct uri n g t h e l e ar ni n g e n vir o n m e nt, m a n y r es e ar c h ers b eli e v e t h at t e a c h ers 
s h o ul d ai m t o s u p p ort l e ar ni n g fr o m m a ni p ul ati v es . It is c o m m o n pr a cti c e i n t h e p e d a g o gi c al 
m et h o ds us e d i n s c h o ols f or e xt er n al r e pr es e nt ati o ns t o b e pr o p os e d t o ( or i m p os e d o n) st u d e nts, 
a n d t h e y ar e n ot al w a ys e n c o ur a g e d or gi v e n t h e o p p ort u nit y t o c o n str u ct a n d e x pl or e 
r e pr es e nt ati o ns of t h eir o w n d oi n g ( D uf o ur-J a n vi er et al., 1 9 8 7) . T e a c h ers m a y wis h  t o r efr ai n 
fr o m i m p osi n g t h e us e of m a ni p ul ati v es  b e c a us e alt h o u g h t h e y c a n b e h el pf ul f or c ert ai n 
st u d e nts, n ot all st u d e nts will n e e d t h e m t o r e as o n a b o ut h o w t o s ol v e a gi v e n pr o bl e m ( E m ps o n 
et al., 2 0 1 1) . E xt er n al r e pr es e nt ati o ns t h at ar e i m p os e d o n c hil dr e n c a n  l e a d t h e m t o diffi c ulti es 
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( e. g., n ot un d erst a n di n g h o w t o us e t h e t o ols i n d e p e n d e ntl y) if t h e r e pr es e nt ati o ns ar e t o o dist a nt 
fr o m w h at t h e c hil d k n o ws a n d his or h er i nt er n al r e pr es e nt ati o ns, or if t h e li n ks ar e n ot m a d e 
e x pli cit. If  t h e c hil d is f or c e d t o l e ar n h o w t o us e a gi v e n r e pr es e nt ati o n, t h e us e of t h e s p e cifi c 
r e pr es e nt ati o n will t a k e pr e c e d e n c e o v er l e ar ni n g t h e c o n c e pts t h e r e pr es e nt ati o n is us e d f or 
( D uf o ur-J a n vi er et al., 1 9 8 7) . A d diti o n all y, usi n g dir e ct i nstr u cti o n  t o t e a c h c hil dr e n h o w 
c o n cr et e r e pr es e nt ati o n s s h o ul d b e us e d  b ef or e (or i nst e a d of ) gi vi n g t h e m fr e e d o m t o c o nstr u ct 
t h eir o w n m e a ni n g  mi g ht pr e v e nt c hil dr e n fr o m usi n g t h es e r e pr es e nt ati o ns m or e fl e xi bl y or i n 
n o v el w a ys i n t h e f ut ur e (B o n a wit z  et al. , 2 0 1 1) . 
M a n y a d v a nt a g es h a v e b e e n cit e d f or pr o vi di n g o p p ort u niti es f or c hil dr e n t o i nt er a ct wit h 
m at eri als i n r el ati v el y u nstr u ct ur e d e n vir o n m e nts. M arti n  a n d S c h w art z ( 2 0 0 5) f o u n d t h at 
c hil dr e n w h o l e ar n e d fr a cti o n c o n c e pts i n u nstr u ct ur e d e n vir o n m e nts (i. e., t h e y r e pr es e nt e d 
fr a cti o n al q u a ntiti es wit h til es, w hi c h r e q uir e d t h e m t o t hi n k of h o w t o r e pr es e nt p arts of w h ol es) 
w er e b ett er a bl e t o tr a nsf er  u n d erl yi n g fr a cti o n c o n c e pts  t o n e w m at eri als c o m p ar e d t o c hil dr e n 
w h o l e ar n e d i n w ell -str u ct ur e d e n vir o n m e nts  (i. e., t h e y r e pr es e nt e d fr a cti o n q u a ntiti es wit h pi e 
pi e c es w hi c h, b y t h eir n at ur e, m a d e p art -w h ol e r el ati o ns hi ps visi bl e) . W h e n l e ar n ers ar e pr o vi d e d 
wit h t o o m u c h str u ct ur e, t h e y m a y b e c o m e d e p e n d e nt o n t h e e xt er n al e n vir o n m e nt a n d f ail t o 
c o nstr u ct m e a ni n gf ul k n o wl e d g e f or t h e ms el v es ( Br o w n  et al. , 2 0 0 9); t h e y m a y n ot l e ar n as 
m u c h or as d e e pl y  as t h e y ar e a bl e ( M arti n, 2 0 0 9) . M arti n a n d S c h w art z c o nt e n d e d  t h at 
i n di vi d u als n e e d t o dir e ct a n d r e g ul at e t h eir o w n i nt er a cti o ns wit h c o n cr et e m at eri als f or 
c o g niti v e d e v el o p m e nt t o o c c ur. I n  t h eir st u d y, t h e y f o u n d t h at w h e n c hil dr e n m o v e d fr a cti o n 
pi e c es t h e ms el v es t o h el p t h e m s ol v e a fr a cti o n a d diti o n pr o bl e m, t h e y m a d e m or e c o n c e pt u al 
g ai ns c o m p ar e d t o a c o n diti o n i n w hi c h c hil dr e n s a w t h e pi e c es alr e a d y or g a ni z e d i n c orr e ct 
gr o u ps . 
A m or e b al a n c e d a p pr o a c h f or t e a c hi n g t h at i n c or p or at es el e m e nts of dir e ct i nstr u cti o n 
a n d e x pl or ati o n h as b e e n pr o p os e d b y m a n y r es e ar c h ers ( e. g., F us o n, 2 0 0 9; H o n o mi c hl & C h e n, 
2 0 1 2; K u h n, 2 0 0 7; L o b at o  et al. , 2 0 0 5). It is p ossi bl e t h at w h e n l e ar n ers alr e a d y p oss ess s o m e 
pr er e q uisit e k n o wl e d g e of a c o n c e pt, u n g ui d e d i nstr u cti o n will b e s u c c essf ul ( Kirs c h n er  et al. , 
2 0 0 6; S c h mi dt  et al. , 2 0 0 7). If t e a c h ers a ct m or e as f a cilit at ors w h o s c aff ol d st u d e nt l e ar ni n g 
r at h er t h a n s ol e pr o vi d ers of k n o wl e d g e, it mig ht l e a d t o p ositi v e l e ar ni n g o ut c o m es (s e e als o 
H m el o -Sil v er, 2 0 0 4).  
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T h e fi n di n gs fr o m t h e st u di es d es cri b e d a b o v e hi g hli g ht t h e n e e d f or r es e ar c h o n t h e b est 
w a ys f or t e a c h ers t o pr o vi d e i nstr u cti o n w h e n t e a c hi n g wit h m a ni p ul ati v es w hil e at t h e s a m e 
ti m e all o wi n g t h eir st u d e nts t o r e g ul at e a n d dir e ct t h eir o w n a cti vit y ( M arti n, 2 0 0 9). T h e w a ys i n 
w hi c h diff er e nt i nstr u cti o n al a p pr o a c h es i nfl u e n c e diff er e nt l e ar ni n g o ut c o m es, s u c h as l e ar ni n g 
a n d tr a nsf er , als o n e e d t o b e st u di e d  ( M arl e y & C ar b o n n e a u, 2 0 1 4a ). 
I n di vi d u al D iff e r e n c es i n T e r ms of C o g niti v e F a ct o rs  
St u d e nts’ o w n c o g niti v e a biliti es mi g ht pl a y a r ol e i n h o w t h e y ar e a bl e t o u n d erst a n d t h e 
li n ks b et w e e n m at h e m ati c al s y m b ols a n d t h e c o n c e pts t h e y r e pr es e nt. Astl e et al. ( 2 0 1 3) 
i n v esti g at e d t h e c ontri b uti o n of s p e cifi c c o g niti v e s kills (i. e., p h o n ol o gi c al a n d vis u os p ati al 
w or ki n g m e m or y, a n d i n hi bit or y c o ntr ol)  t o 4 -y e ar -ol d c hil dr e n’s p erf or m a n c e o n m e as ur es of 
r e pr es e nt ati o n al u n d erst a n di n g. C hil dr e n  w er e as k e d t o fi n d sti c k ers i n a m o d el r o o m b y usi n g 
i nf or m ati o n fr o m a dr a wi n g of t h e r o o m (r ef err e d t o as a m a p ). T h e a ut h ors cr e at e d fi v e v ersi o ns 
of t h e t as k, i n w hi c h t h e c orr es p o n d e n c e b et w e e n t h e sti c k er a n d its s y m b oli c r e pr es e nt ati o n i n 
t h e m a p  m at c h e d or c o nfli ct e d  i n t er ms of c ol or a n d/ or s h a p e. T h e y  f o u n d t h at all t hr e e c o g niti v e 
s kills pl a y e d a r ol e i n c hil dr e n’s a bilit y t o u n d erst a n d r e pr es e nt ati o ns. T h e a ut h ors st at e d t h at 
w or ki n g m e m or y w as i m p ort a nt b e c a us e c hil dr e n h a d t o h ol d i n t h eir mi n ds t h e n at ur e of t h e 
r el ati o n b et w e e n t h e s y m b ol a n d its r ef er e nt w h e n s ol vi n g pr o bl e ms wit h t h e s y m b ols. M or e  
s p e cifi c all y, p h o n ol o gi c al w or ki n g m e m or y (i. e., t h e a bilit y t o h ol d s p e e c h-b as e d i nf or m ati o n i n 
mi n d  a n d us e i n n er s p e e c h t o m a ni p ul at e it; B a d d el e y, 1 9 9 0 ) a n d  vis u os p ati al w or ki n g m e m or y 
(i. e., t h e a bilit y t o r e m e m b er w h at is b ei n g s e e n as w ell as w h er e it is i n s p a c e; B a d d el e y, 1 9 9 0) 
w er e t h o u g ht t o b e i m p ort a nt. I n ot h er r es e ar c h i n t h e fi el d of m at h e m ati cs, it h as b e e n f o u n d t h at 
vis u os p ati al w or ki n g m e m or y c a n b e us ef ul f or t h e e n c o di n g, r et e nti o n, a n d m a ni p ul ati o n of 
n u m b ers d uri n g m e nt al c al c ul ati o ns ( H ol m es & A d a ms, 2 0 0 6) . I n t h eir st u d y, R as m uss e n a n d 
Bis a n z ( 2 0 0 5) s p e c ul at e d  t h at pr es c h o ol ers us e d  a m e nt al m o d el f or arit h m eti c t h at r e q uir e d  
vis u os p ati al w or ki n g m e m or y , a n d  t h e y als o f o u n d t h at p h o n ol o gi c al w or ki n g m e m or y w as 
i n v ol v e d i n c hil dr e n’s pr o bl e m -s ol vi n g s kills i n G r a d e 1. 
I n t h eir r e vi e w of t h e or y a n d r es e ar c h o n s y m b ols as t o ols i n t h e de v el o p m e nt of 
i n hi bit or y c o ntr ol s kills, C arls o n a n d B e c k ( 2 0 0 9) r e p ort e d t h at s y m b ols pl a y a r ol e i n f a cilit ati n g 
e x e c uti v e f u n cti o n (i n cl u di n g i n hi bit or y c o ntr ol) . I n hi bit or y c o ntr ol (i. e., t h e a bilit y t o st o p 
o n es elf fr o m d oi n g w h at is us u all y d o n e i n a  p arti c u l ar sit u ati o n a n d t o i nst e a d p erf or m a 
c o nfli cti n g a cti o n) w as als o f o u n d t o b e i n v ol v e d i n Astl e et al.’s ( 2 0 1 3) st u d y w h e n c hil dr e n 
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w er e f a c e d wit h c o nfli cti n g  r e pr es e nt ati o ns ( e. g., t h e r e pr es e nt ati o n’s c ol or di d n ot m at c h t h e 
sti c k er’s c ol or) . I n hi bit or y c o ntr ol c o ul d p ot e nti all y b e li n k e d t o d u al r e pr es e nt ati o n i n t h at w h e n 
usi n g a s y m b ol, o n e n e e ds t o i n hi bit its f u n cti o n as a n o bj e ct i n its elf a n d b e a bl e t o s e e it f or 
w h a t it r e pr es e nts. I n hi bit or y c o ntr ol s kills a n d s y m b oli zi n g s kills  mi g ht , t h e n, b e r el at e d, a n d 
e a c h s et of s kills mi g ht h el p i n t h e d e v el o p m e nt of t h e ot h er. I n  s u m, t h e e vi d e n c e d es cri b e d h er e 
di d n ot dir e ctl y  a d dr ess t h e r ol e of c o g niti v e f a ct ors o n m e a ni n g -m a ki n g w h e n m a ni p ul ati v es a n d 
t h eir r ef er e nts ar e i n v ol v e d, w hi c h is s o m et hi n g t h at d es er v es gr e at er r es e ar c h att e nti o n . 
P r es e nt St u d y  
T h er e is e vi d e n c e t o s u p p ort t h e i d e a t h at usi n g  dir e ct i nstr u cti o n i n m at h e m ati cs 
i nstr u cti o n l e a ds t o p ositi v e l e ar ni n g o ut c o m es (s e e Alfi eri et al., 2 0 1 1; L a z o n d er & H ar ms e n, 
2 0 1 6 ) a n d t h at w h e n t e a c hi n g wit h m a ni p ul ati v es, t e a c h ers s h o ul d m a k e e x pli cit li n ks b et w e e n 
t h e c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns a n d t h eir r ef er e nts f or st u de nts t o us e t h e m i n t h e pr es cri b e d w a y 
( C ar b o n n e a u et al., 2 0 1 3; C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; F us o n  et al.,  1 9 9 2; Os a n a , Pr z e d n o w e k, 
et al., 2 0 1 8) . Ot h er r es e ar c h ers, h o w e v er, b eli e v e t h er e ar e b e n efits t o c hil dr e n c o nstr u cti n g t h eir 
o w n u n d erst a n di n gs wit h s c aff ol ds or g ui d a n c e fr o m a m or e k n o wl e d g e a bl e ot h er  (s e e Br o w n et 
al., 2 0 0 9) . S u c h b e n efits i n cl u d e c hil dr e n b ei n g b ett er a bl e t o a bstr a ct t h e c o n c e pts c o n v e y e d b y 
t h e r e pr es e nt ati o ns w hi c h mi g ht h el p t h e m tr a nsf er t h eir k n o wl e d g e t o diff er e nt c o nt e xts, a n d 
t h e y mi g ht als o b e m or e fl e xi bl e i n t h eir us e of t h e m a ni p ul ati v es ( B o n a wit z et al., 2 0 1 1; Br o w n 
et al., 2 0 0 9; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) .  
S e v er al as p e cts of i nstr u cti o n wit h m a ni p ul ati v es h a v e b e e n st u di e d a n d i n cl u d e st u d e nts’ 
i n di vi d u al diff er e n c es i n t er ms of pri or k n o wl e d g e, c o g niti v e f a ct ors, a n d t h e str u ct ur e of t h e 
l e ar ni n g e n vir o n m e nt, i n cl u di n g t h e l e v el of i nstr u cti o n al g ui d a n c e ( e. g., Br o w n et al., 2 0 0 9; 
C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5; M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5) . I n t h e pr es e nt st u d y, I f o c use d  o n 
i nstr u cti o n al g ui d a n c e o n m a ni p ul ati v e us e a n d its eff e ct o n l e ar ni n g a n d tr a nsf er. T h e s p e cifi c 
g o al  of t h e pr es e nt  st u d y  w a s t o i d e ntif y t h e b e n efits a n d c osts of dir e ctl y t elli n g st u d e nts t h e 
q u a ntit ati v e r ef er e nts f or m a ni p ul ati v es c o m p ar e d t o all o wi n g t h e m t o c o nstr u ct m e a ni n g f or t h e 
m a ni p ul ati v es i n m or e o p e n a n d e x pl or at or y l e ar ni n g s p a c e. I n  p arti c ul ar, I w as  i nt er est e d i n t h e 
i nstr u cti o n al c o n diti o ns u n d er w hi c h c hil dr e n c a n d e v el o p r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y, w hi c h I 
o p er ati o n ali z e d as b ei n g c o m pris e d of t w o r el at e d c o nstr u cts: ( a) s y m b oli c fl e xi bilit y , w hi c h I 
d efi n e d  as  t h e a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a k n o w n t ar g et m a ni p ul ati v e, a n d 
( b) s y m b oli c fl u e n c y, w hi c h I d efi n e d  as t h e a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a n e w 
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m a ni p ul ati v e. P arti ci p a nts  w er e  r a n d o ml y assi g n e d t o o n e of t hr e e c o n diti o ns t h at diff ere d  i n t h e 
t y p e of e n c o di n g i nstr u cti o n t h e y r e c ei v ed  (i. e., dir e ct i nstr u cti o n, g ui d e d e x pl or ati o n, c o ntr ol ). 
T h e e n c o di n g i nstr u cti o n  i n v ol v e d w o o d e n p ol y g o n al bl o c ks ( c all e d “ p olli es ”) as t h e t ar g et 
m a ni p ul ati v e; t h e i nstr u cti o n al o bj e cti v e w as f or p arti ci p a nts t o c o m e t o vi e w e a c h p oll y as 
r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 2. D uri n g t h e s essi o n, c hil dr e n us e d  t h e p olli es t o r e pr es e nt diff er e nt 
q u a ntiti es. C hil dr e n’s  l e ar ni n g a n d n e ar -tr a nsf er a biliti es w er e  ass ess e d. T o  d o a t h or o u g h 
e v al u ati o n of t h e i m p a ct of i nstr u cti o n al g ui d a n c e, it w as i m p ort a nt t o n ot o nl y i n v esti g at e 
i m m e di at e l e ar ni n g, b ut als o c hil dr e n’s a bilit y t o us e t h eir k n o wl e d g e fl e xi bilit y i n tr a nsf er 
a cti viti es  ( R oll et al., 2 0 1 8), w hi c h is w h y c hil dr e n w er e als o ass ess e d o n t h eir f ar-tr a nsf er s kills 
o n e d a y aft er t h e ir e n c o di n g i nstr u cti o n s essi o n . 
T h e o v er ar c hi n g r es e ar c h q u esti o n w as: H o w d o t h e w a ys i n w hi c h c hil dr e n assi g n a 
q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a t ar g et m a ni p ul ati v e ( dir e ct i nstr u cti o n vs. g ui d e d e x pl or ati o n vs. 
c o ntr ol) i nfl u e n c e t h eir ( a) l e ar ni n g, ( b) n e ar -tr a nsf er a biliti es, ( c) r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y 
(i. e., s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y), a n d ( d) t h eir pr o bl em -s ol vi n g a c c ur a c y ? I 
h y p ot h e si z ed  t h at f or l e ar ni n g a n d n e ar-tr a nsf er t as ks, st u d e n ts w h o l e ar ne d  t hr o u g h dir e ct 
i nstr u cti o n w o ul d  b e n efit  r el ati v e t o st u d e nts w h o e n g a g ed  wit h t h e m a ni p ul ati v es i n a m or e 
e x pl or at or y w a y  (Alfi eri et al., 2 0 1 1, C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5 , Os a n a et al., 2 0 1 7). I n 
c o ntr ast, t h os e st u d e nts w h o w er e  g ui d e d i n t h eir e x pl or ati o n of t h e o bj e cts’ m e a ni n gs  w o ul d b e  
m or e fl e xi bl e wit h t h eir us e a n d i nt er pr et ati o n t h a n t h os e w h o w er e  t ol d e x pli citl y w h at t h e 
o bj e cts r e pr es e nt e d  (B o n a wit z et al., 2 0 1 1, M arti n & S c h w art z, 2 0 0 5 ); t h e f or m er gr o u p of 
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C h a pt e r 3: M et h o d  
 
D esi g n a n d P r o c e d u r e  
T h e d esi g n of t h e st u d y is ill ustr at e d i n Fi g ur e 1. D at a c oll e cti o n t o o k pl a c e i n t h e m o nt hs 
of A pril, M a y, a n d J u n e. T h er e  w er e t hr e e p h as es t o t his st u d y: ( a) a d mi nistr ati o n of c o g niti v e 
m e as ur es, ( b) i nt er v e nti o n, a n d ( c) ass ess m e nt. P arti ci p a nts  t o o k p art i n t hr e e i n di vi d u al 
m e eti n gs, e a c h o n e l asti n g a p pr o xi m at el y 3 0 mi n ut es. O n  D a y 1, d uri n g t h e a d mi nistr ati o n of 
c o g niti v e m e as ur es p h as e, t h e y w er e ass ess e d o n t h eir c o g niti v e s kills (i. e., n u m b er a n d c o u nti n g 
a bilit y, p h o n ol o gi c al a n d vis u os p ati al w or ki n g m e m or y, e x e c uti v e f u n cti o ni n g) . T h e n e xt t w o 
m e eti n gs ( o n D a ys 2 a n d 3 , r es p e cti v el y) t o o k pl a c e o n c o ns e c uti v e d a ys1 , n o m or e t h a n 3 8 d a ys 
aft er D a y 1; t h e m e a n n u m b er of d a ys b et w e e n D a y 1 a n d D a y 2 m e eti n gs w as 1 5 ( S D  = 7, mi n: 
6, m a x: 3 8) . T h e D a y 2 a n d D a y 3 m e eti n gs w er e vi d e o r e c or d e d . 
 
Fi g u r e 1  
D esi g n  
 
N ot e. N K T = N u m b er K n o wl e d g e T est; D C C S = Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort.  
 
T h e i nt er v e nti o n p h as e t o o k pl a c e o n D a y 2  a n d w as d esi g n e d t o m a ni p ul at e t h e 
p arti ci p a nts’ e n c o di n g of t h e p olli es. T h e i nt er v e nti o n c o nsist e d of t hr e e a cti viti es, t h e first t w o 
of w hi c h ( Pr e-E n c o di n g i n Fi g ur e 1)  w er e  m e a nt t o pr e p ar e t h e m f or t h e e n c o di n g a cti vit y. T h e y  
t h e n t o o k p art i n t h e e nc o di n g a cti vit y, t h e o bj e cti v e of w hi c h w as f or p arti ci p a nts t o vi e w a 
t ar g et m a ni p ul ati v e ( c all e d a “ p oll y ”) as r e pr es e nti n g a q u a ntit y of 2. 
 
1  T h er e w er e t w o st u d e nts ( b ot h fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n) w h o di d t h e D a y 3 a cti viti es f o ur d a ys aft er D a y 2 
a cti viti es.  
- N K T
- D C C S
- Di gits 
B a c k w ar ds
- P at h S p a n
- G o/ N o G o
- N e e d -t o-
S y m b oli z e
- Gr o u pi n g
- C o n diti o n -
S p e cifi c 
E n c o di n g A cti vit y
- L e ar ni n g 
Ass ess m e nt
- N e ar -Tr a nsf er 
T as k
- C o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er T as k
- U n c o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er T as k
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P arti ci p a nts w er e r a n d o ml y assi g n e d t o o n e of t hr e e e n c o di n g c o n diti o ns: dir e ct 
i nstr u cti o n ( DI), g ui d e d e x pl or ati o n ( G E), a n d c o ntr ol. I n  t h e DI c o n diti o n, t h e i nt er vi e w er t ol d 
t h e c hil dr e n t h at o n e p oll y r e pr es e nt e d a q u a ntit y of 2. I n  t h e G E c o n diti o n, t h e i nt er vi e w er 
c o nstr ai n e d t h e e n c o di n g t as k i n a s u c h a w a y t h at c hil dr e n “ dis c o v er e d ” f or t h e ms el v es, aft er 
s o m e pr o m pti n g, t h at o n e p oll y r e pr es e nt e d 2. I n  t h e c o ntr ol c o n diti o n, c hil dr e n w er e fr e e t o 
assi g n t h e q u a ntit ati v e r ef er e nt s of t h eir c h oi c e t o t h e p olli es . 
T h e first p art of t h e ass ess m e nt p h as e t o o k pl a c e at t h e e n d of t h e m e eti n g o n D a y 2. As  
p art of t h e e n c o di n g a cti vit y, p arti ci p a nts r e pr es e nt e d  diff er e nt q u a ntiti es wit h t h e us e of t h e 
p olli es ( e. g., usi n g a r ef er e nt of 2  f or e a c h p oll y, t h e y w o ul d us e t w o p olli es t o r e pr es e nt a 
q u a ntit y of 4); t h er e w as  a m a xi m u m of ei g ht diff er e nt q u a ntiti es t h at p arti ci p a nts c o ul d b e as k e d 
t o r e pr es e nt. T h e y r e c ei v e d L e ar ni n g s c or es b as e d o n h o w m a n y it e ms t h e y att e m pt e d b ef or e 
e n c o di n g  t h e p olli es as 2  a n d o n t h e l e n gt h of t h e e n c o di n g s essi o n . T h e y t h e n t o o k p art i n t h e 
N e ar -Tr a nsf er t as k i n w hi c h t h e y n e e d e d t o us e t h e p olli es t o s ol v e m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms 
i n v ol vi n g q u a ntiti es t h at w er e m ulti pl es of 2. 
T h e  s e c o n d p art of t h e a ss ess m e nt p h as e  b e g a n o n D a y 3. P arti ci p a nts  first t o o k p art i n 
a cti viti es d esi g n e d t o r e mi n d t h e m of h o w t h e y h a d e n c o d e d t h e p olli es i n t h e pr e vi o us d a y’s 
e n c o di n g i nstr u cti o n. T h e y t h e n c o m pl et e d t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k, i n w hi c h t h e y w er e 
pr o vi d e d wit h p olli es t o h el p t h e m s ol v e m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms, t h e U n c o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k, i n w hi c h t h e y w er e pr o vi d e d wit h a v ari et y of m a ni p ul ati v es ot h er t h a n p olli es t o 
h el p t h e m s ol v e m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms, a n d t h e Sti c k er t as k, i n w hi c h t h e y h a d t o us e t h e 
p olli es t o r e q u est a n u m b er of sti c k ers of t h eir c h oi c e. T h e  o bj e cti v e of t h e C o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k w as t o ass ess c hil dr e n’s s y m b ol fl e xi bilit y (i. e., a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e 
r ef er e nt, ot h er t h a n 1 or 2, t o t h e s a m e t ar g et m a ni p ul ati v e); t h e o bj e cti v e of t h e U n c o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er t as k w as t o ass ess c hil dr e n’s s y m b oli c fl u e n c y (i. e., a bilit y t o assi g n a n e w 
q u a ntit ati v e r ef er e nt, ot h er t h a n 1, t o a n e w m a ni p ul ati v e); a n d t h e o bj e cti v e of t h e Sti c k er t as k 
w as t o ass ess c hil dr e n’s s y m b ol fl e xi bilit y i n a c o nt e xt t h at w as p ers o n all y r el e v a nt (i. e., a 
c o nt e xt t h at w as  p ot e nti all y  pr ofit a bl e t o t h e m).  
P a rti ci p a nts  
P arti ci p a nts w er e first -gr a d e st u d e nts fr o m f o ur diff er e nt el e m e nt ar y s c h o ols i n a l ar g e 
ur b a n ar e a i n C a n a d a. Wit hi n  e a c h cl assr o o m, p arti ci p a nts w er e r a n d o ml y assi g n e d t o o n e of t h e 
t hr e e e n c o di n g c o n diti o ns. Si x  st u d e nts c a m e fr o m S c h o ol A  ( 2 cl assr o o ms), 2 1 st u d e nts fr o m 
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S c h o ol B  ( 2 cl assr o o ms), 1 9 st u d e nts fr o m S c h o ol C  ( 2 cl assr o o ms), a n d 1 9 st u d e nts fr o m 
S c h o ol D  ( 3 cl assr o o ms). 
T h e pr o vi n c e of Q u é b e c p u blis h es a n i n c o m e i n d e x a n d a s o ci o -e c o n o mi c i n d e x f or all 
t h e s c h o ols i n t h e pr o vi n c e ( Mi nist èr e d e l’ É d u c ati o n et d e l’ E ns ei g n e m e nt s u p éri e ur d u Q u é b e c , 
2 0 1 9) . T h e i n c o m e i n d e x is t h e pr o p orti o n of c hil dr e n fr o m f a mili es at or b el o w t h e p o v ert y li n e. 
T h e  s o ci o -e c o n o mi c i n d e x is a w ei g ht e d pr o p orti o n of ( a) t h e n u m b er of c hil dr e n fr o m f a mili es 
wit h m ot h ers wit h n o p ost -s e c o n d ar y e d u c ati o n (t w o -t hir ds of t h e i n d e x) a n d t h os e c o mi n g fr o m 
f a mili es i n w hi c h b ot h p ar e nts w er e u n e m pl o y e d at t h e ti m e of t h e l ast C a n a di a n c e ns us ( o n e-
t hir d of t h e i n d e x). B as e d o n t h es e i n di c es, t h e s c h o ols ar e r a n k e d o n a s c al e of 1 (l e ast 
dis a d v a nt a g e d) t o 1 0 ( m ost dis a d v a nt a g e d) . 
T h e i n di c es r e p ort e d h er e ar e b as e d o n i nf or m ati o n p u blis h e d f or t h e 2 0 1 7 -2 0 1 8 
a c a d e mi c y e ar, w hi c h is w h e n  t h e d at a w er e c oll e ct e d f or t h e pr es e nt st u d y. T h e  i n c o m e i n d e x 
f or S c h o ol A  w as 2 6. 8 7 (r a n k: 9), a n d t h e s o ci o -e c o n o mi c i n d e x w as 1 3. 3 1 (r a n k: 8); f or S c h o ol 
B , t h e i n di c es w er e 2 5. 8 0 (r a n k: 9) a n d 1 4. 8 8 (r a n k: 9) o n t h e i n c o m e a n d s o ci o-e c o n o mi c s c al es, 
r es p e cti v el y; f or S c h o ol C , t h e i n di c es w er e 2 5. 5 7 (r a n k: 9) a n d 1 3. 0 1 (r a n k: 8) o n t h e i n c o m e 
a n d s o ci o -e c o n o mi c s c al es, r es p e cti v el y; a n d f or S c h o ol D , t h e i n di c es w er e 2 7. 2 3 (r a n k: 9) a n d 
1 2. 2 4 (r a n k: 8) o n t h e i n c o m e a n d s o ci o -e c o n o mi c s c al es, r es p e cti v el y.  
S e v e nt y -t w o first-gr a d e st u d e nts ( 3 9 girl s, 3 3 b o ys) c o nstit ut e d t h e ori gi n al s a m pl e f or 
t h e st u d y. O n e st u d e nt  fr o m t h e DI c o n diti o n a n d si x st u d e nts fr o m t h e G E  c o n diti o n  w er e 
e x cl u d e d fr o m t h e ori gi n al s a m pl e b e c a us e t h e y f ail e d t o e n c o d e t h e p oll y as h a vi n g a r ef er e nt of 
2 d uri n g t h e e n c o di n g  s essi o n, s o t h e fi n al s a m pl e f or t his st u d y w as 6 5 st u d e nts ( 3 5 girls, 3 0 
b o ys) : 2 0 st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 1 0 girls, 1 0 b o ys), 2 5 st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( 1 7 
girls, 8 b o ys), a n d 2 0 st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n ( 8 girls, 1 2 b o ys).  B e c a us e t h e c o ntr ol 
gr o u p di d n ot r e c ei v e a n y i nstr u cti o n o n a s p e cifi c r ef er e nt t o us e wit h t h e p olli es, t h e y w er e n ot 
e x cl u d e d fr o m t h e st u d y if t h e y f ail e d t o assi g n a r ef er e nt of 2. T h e  p arti ci p a nts’ m e a n a g e w as 7 
y e ars, 1 m o nt h. T h e  p arti ci p a nts’ t e a c h ers w e r e p art of a l ar g er pr oj e ct c o n d u ct e d i n p art n ers hi p 
wit h t h e s c h o ol b o ar d. I n  c o n d u cti n g t his i n v esti g ati o n, I c o m pli e d wit h t h e pri n ci pl es of 
C a n a d a’s Tri -C o u n cil P oli c y r el at e d t o t h e et hi c al tr e at m e nt of t h e p arti ci p a nts. B ef or e  d at a 
c oll e cti o n b e g a n, et hi c al a p pr o v al fr o m t h e u ni v ersit y, t h e s c h o ol b o ar d, a n d t h e s c h o ols’ 
g o v er ni n g b o ar ds w er e o bt ai n e d, as w ell as p ar e nt al p er missi o n (s e e A p p e n di x A) . All  c hil d r e n 
w er e  as k e d t o pr o vi d e ass e nt (s e e A p p e n di x B) b ef or e p arti ci p ati n g .  
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P r e -E n c o di n g A cti viti es  
N e e d -t o-S y m b oli z e A cti vit y  
All st u d e nts (r e g ar dl ess of c o n diti o n) w er e pr es e nt e d wit h t hr e e diff er e nt c ar d b o ar d b o x es 
t h at w er e o p a q u e a n d cl os e d (s e e Fi g ur e 2); t h e o nl y diff er e n c e b et w e e n t h e b o x es w as t h e 
n u m b er of r e d c u b es i n e a c h o n e (i. e., 4, 1 2, 8; s e e Fi g ur e 3 ). O n e at a ti m e, st u d e nts h a d t o o p e n 
e a c h b o x, c o u nt t h e n u m b er of c u b es i n t h e b o x, a n d t h e n cl os e t h e b o x. T h e  i nt er vi e w er 
pr o vi d e d c orr e cti v e f e e d b a c k, if n e e d e d, i n t h e c as e of mis c o u nts. T h e  i nt er vi e w er t h e n mi xe d u p 
t h e b o x es a n d as k e d st u d e nts t o s a y h o w m a n y c u b es w er e i n e a c h o n e wit h o ut o p e ni n g t h e m. 
T h e  o bj e cti v e of t his pr o c e d ur e w as f or st u d e nts t o r e ali z e t h at wit h o ut a n ai d e -m e m oir e ( M artí 
et al., 2 0 0 5), it w as i m p ossi bl e f or t h e m t o b e s ur e  h o w m a n y c u b es w er e i n e a c h b o x. T h e  g o al 
of t h e a cti vit y w as f or t h e st u d e nts t o r e ali z e t h at t h e y n e e d e d t o fi n d a w a y t o r e m e m b er t h e 
n u m b er of c u b es i n e a c h b o x. T h e  b o x es w er e p ut a w a y, b ut t h e i nt er vi e w er e x pl ai n e d t o t h e 
c hil d t h at t h e y w o ul d c o m e b a c k t o t h e m  a n d fi n d a w a y t o h el p t h e m fi g ur e o ut h o w m a n y c u b es 
w er e i n e a c h b o x . 
 
Fi g u r e 2  
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Fi g u r e 3  
E x a m pl e of a Q u a ntit y of C u b es t o b e C o u nt e d  
 
 
G r o u pi n g T as ks   
T h e n e xt a cti vit y i n pr e p ar ati o n f or t h e e n c o di n g a cti vit y r e q uir e d all c hil dr e n (r e g ar dl ess 
of c o n diti o n) t o pr a cti c e gr o u pi n g bl o c ks b y 2s a n d s ki p -c o u nti n g b y 2 wit h t h e i nt er vi e w er. 
First , t h e i nt er vi e w er d e m o nstr at e d s ki p-c o u nti n g b y 2 o ut l o u d ( u p t o  2 0) f or t h e c hil d. T h e  c hil d 
w as t h e n as k e d t o s ki p -c o u nt b y 2 ( wit h t h e s u p p ort of t h e i nt er vi e w er, if n e e d e d) o n his or h er 
o w n t wi c e m or e. T h e  i nt er vi e w er t h e n pl a c e d ei g ht bl o c ks (s e e Fi g ur e 4 ) i n fr o nt of t h e c hil d a n d 
as k e d hi m or h er t o c o u nt t h e m. T h e n , t h e i nt er vi e w er as k e d t h e c hil d t o arr a n g e t h e bl o c ks i n 
gr o u ps of t w o (i. e., 4 gr o u ps of 2 bl o c ks) . T h e i nt er vi e w er t h e n m o d ell e d h o w t o s ki p -c o u nt b y 2 
b y p oi nti n g t o e a c h gr o u p (i. e., 2 -4 -6 -8) . T h e c hil d w as t h e n as k e d t o s ki p -c o u nt b y 2 o n his o r 
h er o w n w hil e p oi nti n g t o e a c h gr o u p. Aft er  t his d e m o nstr ati o n it e m, t h e c hil d w as r e q uir e d t o 
gr o u p a n d s ki p -c o u nt t w o ot h er q u a ntiti es of bl o c ks (i. e., 6 a n d 1 0) o n his or h er o w n. T h e  
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Fi g u r e 4  
Bl o c ks U s e d D uri n g t h e Gr o u pi n g A cti vit y  
 
 
E x p e ri m e nt al M a ni p ul ati o ns  
F oll o wi n g t h e pr e -e n c o di n g a cti viti es, t h e i nt er vi e w er br o u g ht b a c k t h e s a m e t hr e e b o x es 
t h at h a d b e e n us e d i n t h e N e e d-t o-s y m b oli z e a cti vit y. T h e  i nt er vi e w er t o o k o ut s p e ci al li ds f or 
t h e b o x es (i. e., li ds wit h a cl e ar pl asti c bi n gl u e d o n t o p; s e e Fi g ur e 5 ) a n d als o i ntr o d u c e d t h e 
p olli es t o t h e c hil dr e n. T h e  p olli es w er e o bj e cts t h at t h e c hil dr e n w er e n ot f a mili ar wit h, w hi c h 
w as i m p ort a nt s o t h a t pri or k n o wl e d g e w o ul d n ot i nt erf er e wit h t h eir a bilit y t o us e a n d s e e t h e m 
as s y m b ols of q u a ntit y ( P et ers e n & M c N eil, 2 0 1 3) . T h e p olli es w er e si m pl e a n d bl a n d s o t h at 
st u d e nts c o ul d f o c us o n d e e p er m at h e m ati c al str u ct ur es a n d n ot b e distr a ct e d b y s u p erfi ci al 
f e at ur es ( Br o w n et al., 2 0 0 9). M or e s p e cifi c all y, t h e p olli es w er e w o o d e n m a ni p ul ati v es wit h n o 
m ar ki n gs o n t h e m t h at m e as ur e d 4. 7 c m i n l e n gt h, 1. 3 c m i n wi dt h, a n d 1. 0 c m i n h ei g ht (s e e 
Fi g ur e 6 ). T h e i nt er vi e w er s u g g est e d t h at t h e p olli es c o ul d b e pl a c e d o n t h e s p e ci al li d a n d us e d 
as a “s e cr et c o d e ” t o h el p r e m e m b er h o w m a n y c u b es w er e i nsi d e e a c h b o x. T h e  w a ys c hil dr e n 
h a d t o c o m e u p wit h a s e cr et c o d e d e p e n d e d o n t h e i nstr u cti o n al c o n diti o n t o w hi c h t h e y h a d 
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Fi g u r e 5  
O p a q u e B o x wit h S p e ci al Li d  
 
 
Fi g u r e 6  
P olli es  
 
 
C o n diti o ns  
D uri n g t h e e n c o di n g a cti vit y, c hil dr e n w er e as k e d t o r e pr es e nt diff er e nt q u a ntiti es of 
c u b es wit h t h e p olli es usi n g a s e cr et c o d e. T h er e w as a m a xi m u m of ei g ht diff er e nt q u a ntiti es 
t h at c hil dr e n i n t h e DI a n d G E c o n diti o ns w er e as k e d t o r e pr es e nt (i. e., 4, 1 2, 8, 1 4, 6, 1 6, 1 0, a n d 
1 8 –  i n t h at or d er); t h e first t hr e e q u a ntiti es w er e t h e o n es i n t h e b o x es fr o m t h e N e e d-t o-
S y m b oli z e a cti vit y. T h e  i nt er vi e w er st o p p e d t h e e n c o di n g a cti vit y f or c hil dr e n i n t h e DI a n d G E 
c o n diti o ns o n c e t h e y h a d s u c c essf ull y r e pr es e nt e d t w o c o ns e c uti v e q u a ntiti es usi n g a r ef er e nt of 
2 f or t h e p olli es wit h o ut r e c ei vi n g a n y c orr e cti v e f e e d b a c k. St u d e nts w h o w er e n ot a bl e t o d o s o 
w er e e x cl u d e d fr o m t h e st u d y. C hil dr e n  i n t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e as k e d t o r e pr es e nt t h e first 
si x q u a ntiti es. B el o w , I d es cri b e t h e pr o c e d ur es i n e a c h c o n diti o n. 
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Dir e ct Instr u cti o n C o n diti o n  
Wit h t h e c o v er e d b o x es i n vi e w, t h e i nt er vi e w er e x pli citl y t ol d st u d e nts t h at t h e s e cr et 
c o d e w as t h at o n e p oll y c o ul d b e us e d t o r e pr es e nt a q u a ntit y of 2 (i. e., t w o c u b es) . T h e 
i nt er vi e w er d e m o nstr at e d t his b y usi n g t h e q u a ntit y 4 (i. e., f o ur c u b es). S h e pl a c e d o n e p oll y n e ar 
a gr o u p of  t w o c u b es a n d t h e n m o d ell e d h o w t o c o u nt wit h t h e p olli es usi n g a r ef er e nt of 2 t o 
k n o w h o w m a n y c u b es w er e r e pr es e nt e d. T h e i nt er vi e w er t h e n p ut t h e f o ur c u b es b a c k i n t h e 
b o x, cl os e d it wit h t h e s p e ci al li d, a n d pl a c e d t h e p olli es i n t h e s p e ci al li d’s p l asti c b o x. T h e  c hil d 
w as t h e n as k e d t o us e t h e p olli es i n t h e s a m e w a y t o r e pr es e nt t h e q u a ntiti es i n e a c h of t h e t w o 
r e m ai ni n g b o x es t h at w er e i ntr o d u c e d i n t h e N e e d-t o-s y m b oli z e a cti vit y (i. e., 1 2 c u b es a n d 8 
c u b es, r es p e cti v el y), as w ell as t h e ot h er q u a ntiti es  list e d a b o v e. C orr e cti v e  f e e d b a c k w as 
pr o vi d e d if n e e d e d , “ R e m e m b er t h at e a c h littl e p oll y m e a ns t h at t h er e ar e t w o bl o c ks. ” 
G ui d e d E x pl or ati o n C o n diti o n  
Wit h t h e c o v er e d b o x es i n vi e w, t h e i nt er vi e w er as k e d st u d e nts h o w t h e y c o ul d us e t h e 
p olli es as a s e cr et c o d e t o r e pr es e nt t h e n u m b er of c u b es i n t h e first b o x (i. e., 4 c u b es) . T h e 
i nt er vi e w er t h e n pr o vi d e d t h e c hil d wit h a s m all bi n fill e d wit h 4 0 p olli es, a n d t h e c hil d c o ul d us e 
t h e p olli es as h e or s h e wis h e d (i. e., us e his or h er  o w n s e cr et c o d e) t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y i n 
t h e b o x. T h e  i nt er vi e w er t h e n c o nstr ai n e d t h e t as k b y r e m o vi n g p olli es s o t h at t h er e w o ul d b e 
h alf t h e n u m b er of p olli es as c u b es a n d as k e d st u d e nts  a g ai n  h o w t h e p olli es c o ul d b e us e d t o 
r e pr es e nt t h e c u b es i n t h e s a m e b o x. T h e  i nt er vi e w er us e d pr o m pts a n d pr o vi d e d f e e d b a c k u ntil 
st u d e nts r e ali z e d t h at e a c h p oll y c o ul d b e us e d t o r e pr es e nt 2 . S o m e of t h e pr o m pts i n cl u d e d 
r ef erri n g t o t h e gr o u pi n g a cti vit y c hil dr e n h a d pr e vi o usl y t a k e n p art i n ( e. g., “ R e m e m b er h o w w e  
w er e c o u nti n g t h e bl o c ks b ef or e ? C o ul d t h at h el p y o u t hi n k of a s e cr et c o d e t o us e wit h t h e 
p olli es ? ”) . T h e i nt er vi e w er n e v er e x pli citl y t ol d t h e st u d e nts t h e y w er e “ri g ht ” or “ wr o n g, ” n or 
di d s h e e v er  e x pl ai n t h at a r ef er e nt of 2 s h o ul d b e us e d f or t h e p olli es. T h e c hil d w as t h e n as k e d 
t o us e t h e p olli es t o r e pr es e nt t h e q u a ntiti es f or t h e t w o r e m ai ni n g b o x es, as w ell as t h e ot h er 
q u a ntiti es  list e d a b o v e.  
C o ntr ol C o n diti o n  
T h e i nt er vi e w er pr o vi d e d c hil dr e n i n t his c o n diti o n wit h a bi n of 4 0 p olli es a n d as k e d 
t h e m h o w t h e y c o ul d us e t h e m as a s e cr et c o d e t o r e pr es e nt t h e n u m b er of o bj e cts i n e a c h of t h e 
t hr e e b o x es, as w ell as t h e a d diti o n al t hr e e q u a ntiti es list e d a b o v e. T h e  i nt er vi e w er di d n ot off er 
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pr o m pts or pr o vi d e a n y f e e d b a c k, a n d t h e st u d e nts w er e fr e e t o assi g n a n y r ef er e nt t h e y wis h e d 
t o t h e p olli es. 
E n c o di n g R e vi e w A cti vit y  
C hil dr e n st art e d t h e t hir d m e eti n g wit h t h e i nt er vi e w er ( o n D a y 3) wit h a n e n c o di n g 
r e vi e w a cti vit y. T h e  o bj e cti v e of t h e r e vi e w a cti vit y w as t o r e mi n d c hil dr e n of h o w t h e y h a d 
e n c o d e d t h e p oll y i n t h e pr e vi o us d a y’s e n c o di n g s essi o n. T h e  c hil dr e n w er e as k e d t o, as t h e y 
h a d d o n e t h e d a y b ef or e, us e t h e p olli es as a s e cr et c o d e t o r e pr es e nt diff er e nt q u a ntiti es of c u b es 
(i. e., 8, 4, 1 0, 1 2, 6, 1 4, i n t h at or d er, f or c hil dr e n i n t h e DI a n d G E c o n diti o ns; 8, 4, 1 0, i n t h at 
or d er, f or c hil dr e n i n t h e c o ntr ol c o n diti o n) t h at w er e i n c ar d b o ar d b o x es. T h er e w er e f e w er 
it e ms f or c hil dr e n i n t h e c o ntr ol c on diti o n b e c a us e t h er e w as n o e x p e ct ati o n of t h e m usi n g a n y 
s p e cifi c r ef er e nt f or t h e p olli es. T h e  i nt er vi e w er pr o vi d e d f e e d b a c k a p pr o pri at e t o t h e c o n diti o n  
f or st u d e nts i n t h e DI a n d G E c o n diti o ns. T h e  e n c o di n g r e vi e w a cti vit y e n d e d aft er st u d e nts i n 
t h e DI a n d G E c o n diti o ns h a d s u c c essf ull y r e pr es e nt e d t w o c o ns e c uti v e q u a ntiti es of c u b es 
wit h o ut a n y f e e d b a c k fr o m t h e i nt er vi e w er; st u d e nts w h o w er e n ot a bl e t o d o s o w er e e x cl u d e d 
fr o m t h e st u d y’s r e m ai ni n g t as ks (i. e., C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as ks a n d 
Sti c k er t as k) . T h e a cti vit y e n d e d f or st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n aft er t h e y h a d r e pr es e nt e d 
all t hr e e q u a ntiti es of c u b es . 
M e as u r es  
T h e m e as ur es i n t his s e cti o n ar e d es cri b e d i n t h e or d er i n w hi c h t h e y o c c urr e d o v er t h e 
c o urs e of d at a c oll e cti o n, fr o m pri or k n o wl e d g e a n d c o g niti v e m e as ur es t o t h e fi n al tr a nsf er 
t as ks. T h es e a cti viti es r u n fr o m l eft t o ri g ht i n Fi g ur e 1 a n d will  b e d es c ri b e d b el o w i n t ur n. All 
t as ks w er e a d mi nist er e d i n di vi d u all y. 
P ri o r K n o wl e d g e a n d C o g niti v e M e as u r es  
C hil dr e n’s n u m b er a n d q u a ntit y k n o wl e d g e w as m e as ur e d. T h eir  p h o n ol o gi c al a n d 
vis u os p ati al w or ki n g m e m or y as w ell as t h eir e x e c uti v e f u n cti o ni n g s kills w e r e als o ass ess e d, as 
t h es e c o g niti v e f a ct ors h a v e b e e n s h o w n t o b e r el at e d t o h o w c hil dr e n u n d erst a n d c o n cr et e or 
pi ct ori al r e pr es e nt ati o ns ( Astl e et al., 2 0 1 3; R as m uss e n & Bis a n z, 2 0 0 5).  
C o u nti n g A bilit y  
T o ass ess c hil dr e n’s c o u nti n g s kills, c hil dr e n w er e as k e d t o c o u nt as hi g h as t h e y c o ul d. 
T h e  i nt er vi e w er st o p p e d t h e m w h e n t h e y r e a c h e d 3 0. T his  t as k w as m e a nt t o s er v e as a s cr e e ni n g 
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t as k, wit h c hil dr e n n ot a bl e t o c o u nt u p t o 3 0 e x cl u d e d fr o m t h e st u d y.  All  p arti ci p a nts p ass e d t h e 
t as k. 
N u m b er K n o wl e d g e T est  
T h e v ersi o n of t h e N u m b er K n o wl e d g e T est ( N K T; M c Gr a w -Hill E d u c ati o n, 2 0 0 8) us e d 
i n t h e pr es e nt st u d y is b as e d o n O k a m ot o a n d C as e’s ( 1 9 9 6) N K T. T h e N K T ass ess es c hil dr e n’s 
u n d erst a n di n g of n u m b ers a n d q u a ntit y . O k a m ot o a n d C as e f o u n d a hi g h r eli a bilit y c o effi ci e nt 
f or t h e N K T b as e d o n a s a m pl e of 4 7 0 st u d e nts. Ot h er  r es e ar c h ( G erst e n et al. , 2 0 0 5) h as 
i n di c at e d t h at t h e N K T w as c orr el at e d wit h t h e t w o m at h e m ati cs s u bt ests of t h e St a nf or d 
A c hi e v e m e nt  T est –  Ni nt h E diti o n  ( 1 9 9 5). 
St u d e nts w er e as k e d t o a ns w er q u esti o ns t h at r e q uir e d t h e m t o c o u nt o bj e cts, c o m p ar e 
s ets of diff er e nt q u a ntiti es of o bj e cts, s h o w t h eir u n d erst a n di n g of h o w n u m b ers r el at e t o o n e 
a n ot h er, a n d a d d a n d s u btr a ct w h ol e n u m b ers. T h e  N K T is or g a ni z e d i nt o f o ur diff er e nt l e v els: 
( a) l e v el 0 ( 4-y e ar -ol d l e v el), ( b) l e v el 1 ( 6 -y e ar -ol d l e v el), ( c) l e v el 2 ( 8 -y e ar -ol d l e v el), a n d ( d) 
l e v el 3 ( 1 0-y e ar -ol d l e v el) . If c hil dr e n a ns w er e d m or e t h a n h alf of o n e l e v el’s q u esti o ns 
c orr e ctl y, t esti n g c o nti n u e d t o t h e n e xt l e v el. T h e a d mi nistr ati o n of t h e t est e n d e d o n c e a c hil d 
f ail e d t o c orr e ctl y a ns w er m or e t h a n h alf of t h e q u esti o ns at a n y o n e l e v el. 
St u d e nts r e c ei v e d o n e p oi nt f or e a c h c orr e ct a ns w er. S o m e  it e ms o n t h e N K T h a v e t w o 
p arts, a n d t o r e c ei v e o n e p oi nt f or t h es e it e ms, b ot h p arts h a d t o b e a ns w er e d c orr e ctl y . T h e 
p oi nts e ar n e d w er e a d d e d t o o bt ai n a t ot al r a w s c or e f or t h e N K T, w hi c h c o ul d r a n g e fr o m 0 t o 
3 0.  
Di gits B a c k w ar d  
T h e Di gits B a c k w ar d t est is p art of t h e M e m or y f or di git s p a n ass ess m e nt  c o m p o n e nt of 
t h e W e c hsl er I nt elli g e n c e S c al es for C hil dr e n -R e vis e d ( WI S C -R; W e c h sl er, 1 9 7 4) a n d w as us e d 
t o ass ess c hil dr e n’s a bilit y t o m a ni p ul at e v er b al i nf or m ati o n w hil e i n t e m p or ar y st or a g e (i. e., 
p h o n ol o gi c al w or ki n g m e m or y) . I n t h e t as k, t h e c hil d list e n e d t o t h e i nt er vi e w er r e a d a s e q u e n c e 
of si n gl e -di git n u m b ers (s p a n r a n gi n g fr o m 2 n u m b ers f or t h e e asi est it e ms t o 8 n u m b ers f or t h e 
m or e diffi c ult it e ms) . T h e c hil d t h e n r e p e at e d  t h e n u m b ers i n r e v ers e or d er. T h e  i nt er vi e w er 
r e c or d e d e a c h c hil d’s r es p o ns e o n a s c ori n g s h e et. T h er e  w er e 1 4 it e ms o n t h e t est, or g a ni z e d 
i nt o s e v e n gr o u ps of t w o it e ms; t h e s p a n i n cr e as e d b y o n e f or e a c h gr o u p of it e ms. W h e n a c hil d 
s c or e d 0 o n b ot h it e ms i n o n e gr o u p, t h e t est w as t er mi n at e d. E a c h c orr e ct r es p o ns e w as w ort h 
o n e p oi nt, a n d p oi nts w er e a d d e d t o o bt ai n a t ot al s c or e t h at c o ul d r a n g e fr o m 0 t o 1 4 .  
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Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort  
T h e Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort ( D C C S; Z el a z o, 2 0 0 6 ) t as k ass ess es c hil dr e n’s 
fl e xi bl e us e of r ul es t o g o v er n b e h a vi or, w hi c h is b eli e v e d t o b e a k e y as p e ct of e x e c uti v e 
f u n cti o n. T h e t as k c o m pris e d t hr e e diff er e nt p h as es. B ef or e  st arti n g t h e first p h as e, t h e 
i nt er vi e w er e x pl ai n e d a n d d e m o nstr at e d t h e r ul es of t h e t as k. T w o s orti n g tr a ys w er e pl a c e d si d e 
b y si d e i n fr o nt of t h e c hil d (s e e Fi g ur e 7 ). B e hi n d t h e first tr a y w as dis pl a y e d a l a mi n at e d i m a g e 
of a bl u e s q u ar e, a n d b e hi n d t h e s e c o n d tr a y w as dis pl a y e d a l a mi n at e d i m a g e of a r e d cir cl e. T h e  
i nt er vi e w er e x pl ai n e d t o t h e c hil d t h at t h e y w er e g oi n g t o pl a y a c ar d g a m e c all e d “t h e c ol or 
g a m e, ” a n d  t h at all t h e bl u e c ar ds n e e d e d t o g o i n t h e first tr a y a n d all r e d c ar ds n e e d e d t o g o i n 
t h e s e c o n d tr a y. T h e i nt er vi e w er d e m o nstr at e d t his b y pl a ci n g a c ar d wit h a bl u e cir cl e i n t h e first 
tr a y (f a c e d o w n) a n d t h e n a c ar d wit h a r e d s q u ar e i n t h e s e c o n d tr a y (f a c e d o w n). 
I n t h e first p h as e, t h e pr e-s wit c h p h as e, t h e c hil d h a d t o c orr e ctl y pl a c e si x c ar ds ( gi v e n 
o n e at a ti m e b y t h e i nt er vi e w er i n r a n d o m or d er) i n t h e a p pr o pri at e tr a y. T hr e e c ar ds 
r e pr es e nti n g a bl u e cir cl e a n d t hr e e c ar ds r e pr es e nti n g a r e d s q u ar e. T h e  i nter vi e w er m a d e s ur e 
t h at n o m or e t h a n t w o i d e nti c al pi ct ur es w er e pr es e nt e d i n a r o w. B ef or e gi vi n g t h e first c ar d t o 
t h e c hil d, t h e i nt er vi e w er r e p e at e d t h e r ul es, “If it’s bl u e, it g o es h er e (t h e i nt er vi e w er p oi nt e d t o 
t h e first tr a y), b ut if it’s r e d, it g o es t h er e ( t h e i nt er vi e w er p oi nt e d t o t h e s e c o n d tr a y). ”  
 
Fi g u r e 7  
S et u p f or t h e Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort T as k  
 
 
I m m e di at el y aft er t h e si x tri als of t h e pr e-s wit c h p h as e, t h e i nt er vi e w er m o v e d o n t o t h e 
s e c o n d p h as e, t h e p ost -s wit c h p h as e, a n d e x pl ai n e d t o t h e c hil d t h at h e or s h e w as g oi n g t o pl a y a 
n e w g a m e, “t h e s h a p e g a m e. ” I n t h e s h a p e g a m e, all s q u ar e c ar ds n e e d e d t o g o i n t h e first tr a y 
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(i. e., t h e o n e wit h a n i m a g e of a bl u e s q u ar e) a n d all cir cl e c ar ds n e e d e d t o g o i n t h e s e c o n d tr a y 
(i. e., t h e o n e wit h a n i m a g e of a r e d cir cl e). T h e c hil d t h e n h a d t o c orr e ctl y pl a c e si x c ar ds (t hr e e 
bl u e cir cl e c ar ds a n d t hr e e r e d s q u ar e c ar ds, gi v e n o n e at a ti m e b y t h e i nt er vi e w er i n r a n d o m 
or d er) i n t h e a p pr o pri at e tr a y. A g ai n, t h e i nt er vi e w er m a de s ur e t h at n o m or e t h a n t w o i d e nti c al 
pi ct ur es w er e pr es e nt e d i n a r o w.  
C hil dr e n w h o c orr e ctl y pl a c e d at l e ast 5 c ar ds o ut of 6 i n t h e pr e -s wit c h p h as e a n d at l e ast 
5 of 6 i n t h e p ost -s wit c h p h as e pr o c e e d e d t o t h e fi n al p h as e, t h e b or d er p h as e. T h e  i nt er vi e w er 
r e m o v e d all c ar ds f or t h e s orti n g tr a ys a n d us e d a n e w d e c k of c ar ds c o m p os e d of 3 r e d s q u ar e 
c ar ds wit h n o b or d er (s a m e as t h os e us e d i n t h e pr e vi o us p h as es), 3 bl u e cir cl e c ar ds wit h n o 
b or d er (s a m e as t h os e us e d i n t h e pr e vi o us p h as es), 3 r e d s q u a r e c ar ds wit h a bl a c k b or d er, a n d 3 
bl u e cir cl e c ar ds wit h a bl a c k b or d er. T h e  i nt er vi e w er e x pl ai n e d t h e r ul es of t h e n e w g a m e t o t h e 
c hil d, “If y o u s e e a c ar d wit h a bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e c ol or g a m e. If  y o u s e e a c ar d 
wit h n o bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e s h a p e g a m e. ” T h e i nt er vi e w er d e m o nstr at e d t h e 
pr o c e d ur e t o f oll o w wit h a r e d s q u ar e c ar d wit h n o b or d er (r ul es f or t h e c ol or g a m e w er e 
r e p e at e d at t h at ti m e) a n d wit h a r e d s q u ar e c ar d wit h a b or d er (r ul es f or t h e s h a p e g a m e w er e 
r e p e at ed at t h at ti m e) . O n e a c h tri al, t h e i nt er vi e w er r e p e at e d t h e r ul es of t h e n e w g a m e w hil e 
h a n di n g t h e c hil d a c ar d at r a n d o m a n d m a ki n g s ur e t h at n o m or e t h a n t w o i d e nti c al pi ct ur es 
w er e pr es e nt e d i n a r o w.  
C hil dr e n r e c ei v e d a s c or e of 0 if t h e y f ail e d t h e pr e -s wit c h p h as e (i. e., c orr e ctl y pl a c e d 
f e w er t h a n 5 c ar ds o ut of 6), a s c or e of 1 if t h e y p ass e d t h e pr e-s wit c h p h as e b ut f ail e d t h e p ost -
s wit c h p h as e (i. e., c orr e ctl y pl a c e d f e w er t h a n 5 c ar ds o ut of 6), a s c or e of 2 if t h e y p ass e d t h e 
pr e - a n d p ost -s wi t c h p h as es b ut f ail e d t h e b or d er p h as e (i. e., c orr e ctl y pl a c e d f e w er t h a n 9 c ar ds 
o ut of 1 2), a n d a s c or e of 3 if t h e y p ass e d all p h as es. S c or es  o n t h e D C C S t as k t h us r a n g e d fr o m 
0 t o 3.  
P at h S p a n   
T h e P at h S p a n t est ( a d mi nist er e d vi a i P a d; s e e  s a m pl e sti m ul us i n  A p p e n di x D ) m e as ur e d 
c hil dr e n’s vis u os p ati al w or ki n g m e m or y ( H u m e, 2 0 1 5 ). P at h S p a n is a v ersi o n of t h e C orsi Bl o c k 
T a p pi n g T est ( B er c h  et al. , 1 9 9 8), a n d  it h as b e e n us e d wit h pr e -ki n d er g art e n a n d el e m e nt ar y 
s c h o ol c hil dr e n  ( L e F e vr e et al., 2 0 1 0) . E a c h c hil d w at c h e d as a s e q u e n c e of li g ht e d b utt o ns w er e 
dis pl a y e d o n t h e i P a d s cr e e n a n d t h e n “ pl a y e d  t h e s e q u e n c e b a c k ” b y t o u c hi n g t h e b utt o ns i n t h e 
s a m e or d er . 
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T h e t as k b e g a n wit h  t h e i nt er vi e w er d e m o nstr ati n g a n d e x pl ai n i n g t h e r ul es of th e t as k  o n 
a pr a cti c e tri al, aft er w hi c h t esti n g b e g a n. O n  t h e first tri al, t h e s e q u e n c e l e n gt h w as 2. T h e  
s e q u e n c e l e n gt h i n cr e as e d b y o n e o n e a c h s u c c essf ul tri al. T h e c hil d w as gi v e n t hr e e tri es f or 
e a c h s e q u e n c e l e n gt h, a n d t h e t as k e n d e d w h e n t h e c hil d f ail e d all t hr e e tri als at a p arti c ul ar 
l e n gt h. P erf or m a n c e w as tr a c k e d a n d s c or e d wit hi n t h e a p pli c ati o n a n d t h e n d o w nl o a d e d o nt o a 
c o m p ut er f or d at a a n al ysis. T h e  mi ni m u m s e q u e n c e l e n gt h t h e p arti ci p a nts h a d t o r e pr o d u c e w as 
2, a n d t h e m a xi m u m p ossi bl e s e q u e n c e l e n gt h w as 8. T h e  p arti ci p a nts w er e s c or e d o n t h e 
m a xi m u m s e q u e n c e l e n gt h t h e y w er e a bl e t o c orr e ctl y r e pr o d u c e. If t h e y f ail e d t o r e pr o d u c e a n y 
c orr e ct tri als , t h e y w er e gi v e n a s p a n l e n gt h of 0. S c or e s t h us c o ul d r a n g e fr o m 0 t o 8. 
G o/ N o -G o  
T h e G o/ N o -G o t as k ( a d mi nist er e d vi a i P a d; C arl et o n U ni v ersit y M at h L a b, 2 0 1 7; s e e 
s a m pl e sti m ul us i n A p p e n di x E ) ass ess e d c hil dr e n’s i n hi bit or y c o ntr ol s kills. C hil dr e n  w er e 
as k e d t o r es p o n d as q ui c kl y as p ossi bl e b y t o u c hi n g t h e i P a d s cr e e n w h e n t h e y s a w a m o us e (i. e., 
g o tri als) a n d b y n ot t o u c hi n g a n yt hi n g w h e n t h e y s a w a c at (i. e., n o -g o tri als) . C hil dr e n w er e 
gi v e n pr a cti c e tri als t o e ns ur e t h at t h e y u n d erst o o d t h e i nstr u cti o ns. F or e a c h pr a cti c e tri al, 
f e e d b a c k w as pr o vi d e d o n t h e i P a d s cr e e n: a s mili n g f a c e e m oji wit h t h e w or d “ Y E S! ” a p p e ar e d 
if a c hil d t o u c h e d t h e s cr e e n aft er s e ei n g a m o us e or r efr ai n e d fr o m t o u c hi n g t h e s cr e e n aft er 
s e ei n g a c at, or a t hi n ki n g f a c e e m oji wit h t h e w or ds “ Tr y A g ai n ” a p p e ar e d if t h e c hil d di d n ot 
t o u c h t h e s cr e e n aft er s e ei n g a m o us e or t o u c h e d t h e s cr e e n aft er s e ei n g a c at. T h e  pr a cti c e 
p orti o n of t h e t as k e n d e d aft er a c hil d h a d r e c ei v e d a t ot al of f o ur s mili n g f a c es as f e e d b a c k (f or 
t hr e e g o tri als a n d o n e n o-g o tri al) . 
Aft er t h e pr a cti c e tri als, c hil dr e n w er e gi v e n 4 0 r a n d o ml y pr es e nt e d e x p eri m e nt al sti m uli 
( 3 0 g o tri als a n d 1 0 n o -g o tri als) . P erf or m a n c e w as tr a c k e d a n d s c or e d wit hi n t h e a p pli c ati o n a n d 
t h e n d o w nl o a d e d o nt o a c o m p ut er f or d at a a n al ysis. T h e  s c ori n g of t h e t as k w as b as e d o n t h e 
st a n d ar di z e d diff er e n c e (i. e., d  s c or e) b et w e e n t h e hit r at e ( c orr e ct g o r es p o ns es) a n d t h e f als e 
al ar m r at e (i n c orr e ct g o r es p o ns es) . Hi g h er d  s c or es i n di c at e d b ett er p erf or m a n c e (i. e., b ett er 
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M a ni p ul ati v e -U s e M e as u r es  
All c hil dr e n t o o k p art i n t as ks i n w hi c h t h e y us e d  diff er e nt m a ni p ul ati v es. I  w as 
i nt er est e d i n t h e diff er e nt q u a ntit ati v e r ef er e nts t h e y w er e assi g ni n g t o t h e m a ni p ul ati v es d uri n g 
t h e t as ks. T h e t as ks ar e d es cri b e d b el o w i n t h e or d er t h e y w er e pr es e nt e d t o t h e c hil dr e n, b ut t h e 
or d er of t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er a n d t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as ks w as 
c o u nt er b al a n c e d. H alf  of t h e s a m pl e di d t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k first a n d t h e ot h er h alf 
di d t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k first.  
L e ar ni n g  
D uri n g t h e e n c o di n g a cti vit y d es cri b e d a b o v e, c hil dr e n w er e as k e d t o r e pr es e nt diff er e nt 
q u a ntiti es of c u b es wit h t h e p olli es. T h er e  w as a m a xi m u m of ei g ht diff er e nt q u a ntiti es t h at 
c hil dr e n c o ul d b e as k e d t o r e pr es e nt (i. e., 4, 1 2, 8, 1 4, 6, 1 6, 1 0, a n d 1 8 –  i n t h at or d er). T h e 
e n c o d i n g a cti vit y st o p p e d f or c hil dr e n i n t h e DI a n d G E c o n diti o ns o n c e t h e y h a d s u c c essf ull y 
r e pr es e nt e d t w o c o ns e c uti v e q u a ntiti es usi n g a r ef er e nt of 2 f or t h e p olli es wit h o ut r e c ei vi n g a n y 
c orr e cti v e f e e d b a c k fr o m t h e i nt er vi e w er. T h e first q u a ntit y (i. e., 4) w as a d e m o nstr ati o n it e m f or 
c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n, a n d s o t h er e w as a m a xi m u m of s e v e n diff er e nt q u a ntiti es t h e y 
c o ul d r e pr es e nt o n t h eir o w n. C hil dr e n  i n t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e all as k e d t o r e pr es e nt t h e 
first si x q u a ntiti es. C hil dr e n  i n t he DI a n d G E c o n diti o ns w er e gi v e n t w o diff er e nt l e ar ni n g 
s c or es: o n e f or t h e n u m b er of it e ms t h e y h a d c o m pl et e d a n d o n e f or t h e l e n gt h of ti m e it t o o k f or 
t h e m t o s u c c essf ull y us e t h e p olli es wit h a r ef er e nt of 2 o n t w o c o ns e c uti v e tri als (i n mi n ut es). 
T h e  n u m b er of it e ms n e e d e d c o ul d r a n g e fr o m 2 t o 7 f or c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n a n d fr o m 2 
t o 8 f or c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n. T h es e  s c or es w er e c o n v ert e d t o p er c e nt  b y di vi di n g t h e 
n u m b er of it e ms c o m pl et e d b ef or e t h e t as k e n d e d b y t h e m a xi m u m n u m b er of it e ms p ossi bl e.  
N e ar -Tr a nsf er T as k  
T h e N e ar -Tr a nsf er t as k (s e e i nt er vi e w pr ot o c ol i n A p p e n di x C ) w as d esi g n e d t o ass ess 
w h et h er c hil dr e n c o ul d us e t h e p olli es wit h a r ef er e nt of 2 i n a n e w c o nt e xt (i. e., a w or d pr o bl e m 
c o nt e xt) . T h e i nt er vi e w er r e a d t w o m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms (s e e T a bl e 1) o ut l o u d, o n e at a 
ti m e, a n d as k e d c hil dr e n t o us e t h e p olli es t o s ol v e e a c h pr o bl e m. T h e  or d er of t h e pr o bl e ms w as 
c o u nt er b al a n c e d. T h e  us e of m a ni p ul ati v es t o s ol v e t h es e t y p es of w or d p r o bl e ms is a p pr o pri at e, 
as it is a c o m m o n str at e g y c hil dr e n mi g ht n at ur all y us e w h e n t h e y first w or k o n s ol vi n g 
m ulti pli c ati o n pr o bl e ms, t y pi c all y u nf a mili ar f or c hil dr e n of t h at a g e (s e e C ar p e nt er  et al. , 1 9 9 3; 
M a n c h es & O’ M all e y, 2 0 1 6) . B ot h it e ms w er e m ulti pl e gr o u ps w or d pr o bl e ms : o n e w as of t h e n 
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x 2 t y p e a n d t h e ot h er of t h e n x 4 t y p e,  wit h n  b ei n g t h e n u m b er of gr o u ps d es cri b e d i n t h e 
pr o bl e m , a n d 2  a n d 4  b ei n g t h e n u m b er s i n e a c h gr o u p, r es p e cti v el y. B as e d o n o bs er v ati o ns fr o m 
pil ot d at a, I pr o vi d e d c hil dr e n wit h m ats (s e e Fi g ur e 8 ) t o h el p t h e m s e e t h e n u m b er of gr o u ps 
i n v ol v e d i n t h e pr o bl e ms; c hil dr e n w er e as k e d t o pl a c e t h e m a ni p ul ati v es i n t h e s h a p es dr a w n o n 
t h e m ats. 
 
Fi g u r e 8  
E x a m pl e of M ats Us e d D uri n g t h e N e ar -Tr a nsf er, C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er T as ks  
  
 
Aft er e a c h pr o bl e m, t h e i nt er vi e w er as k e d pr o m pts t o m a k e s ur e s h e u n d erst o o d w hi c h 
r ef er e nt t h e c hil d w as usi n g f or t h e p olli es ( e. g., “ C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d t h e 
pr o bl e m ? ” ). If t h e c hil d h a d n ot us e d a r ef er e nt of 2 f or t h e p olli es d uri n g th e i niti al pr o bl e m -
s ol vi n g att e m pt, t h e i nt er vi e w er pr o m pt e d t o s e e if t h e c hil d c o ul d us e a diff er e nt r ef er e nt f or t h e 
p olli es ( e. g., “ Is t h er e a w a y y o u c o ul d us e f e w er p olli es t o s ol v e t h e pr o bl e m ?” ). C hil dr e n 
r e c ei v e d a n i niti al r es p o ns e s c or e a n d a s ec o n d r es p o ns e s c or e t h at t o o k b ot h i niti al a n d p ost -
pr o m pt r es p o ns e s i nt o a c c o u nt. T h e  i niti al r es p o ns e s c or e w as c o m p ut e d b y s u m mi n g t h e n u m b er 
of p oi nts o n e a c h it e m (i. e., 1 p oi nt if t h e y us e d a r ef er e nt of 2 f or t h e p olli es a n d 0 p oi nts if t h e y 
di d n ot ) a n d c o ul d h a v e a mi ni m u m of 0 a n d a m a xi m u m of 2 . T h e s e c o n d r es p o ns e s c or e w as 
c al c ul at e d b y s u m mi n g t h e n u m b er of p oi nts o n e a c h it e m, b ut i n t his c as e, 0 p oi nts w er e 
assi g n e d if t h e r ef er e nt of 2 w as n e v er us e d a cr oss t h e t w o r es p o ns es a n d 1 p oi nt f or  a r ef er e nt of 
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T a bl e 1  
W or d Pr o bl e ms Us e d i n t h e N e ar -Tr a nsf er, C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er 
T as ks  
T as k  Pr o bl e m 
L a b el  
W or d Pr o bl e m ( gr o u pi n g ) 
N e ar -Tr a nsf er  Pr o bl e m A  T h er e ar e t hr e e ki ds i n a p ar k. E a c h ki d h as 2 b all o o ns. 
H o w m a n y b all o o ns d o t h e y h a v e alt o g et h er ?  
( 3 gr o u ps of 2) 
 Pr o bl e m B  T a d h as t w o b o wls. T h er e ar e 4 m e at b alls i n e a c h b o wl. 
H o w m a n y m e at b alls d o es T a d h a v e alt o g et h er ?  
( 2 gr o u ps of 4) 
C o nstr ai n e d  
F ar -Tr a nsf er  
Pr o bl e m C  Eri c p uts 3 t o y c ars i n e v er y b o x. H e h as 3 b o x es. H o w 
m a n y t o y c ars d o es h e h a v e alt o g et h er ? ( 3 gr o u ps of 3) 
 Pr o bl e m D  At t h e b a k er y, t h e b a k er p uts 9 c u p c a k es i n e a c h b o x. 
H o w m a n y c u p c a k es ar e i n 2 b o x es ? ( 2 gr o u ps of 9) 
 Pr o bl e m E  L o ui e p uts 5 s hirts i n e a c h dr a w er of his dr ess er. T h er e 
ar e 3 dr a w ers i n his dr ess er. H o w m a n y s hirts d o es h e 
h a v e alt o g et h er ? ( 3 gr o u ps of 5) 
 Pr o bl e m F  R o bi n h as 2 p a c ks of g u m. T h er e ar e 1 5 pi e c es of g u m i n 
e a c h p a c k. H o w m a n y pi e c es of g u m d o es R o bi n  h a v e 
alt o g et h er ? ( 2 gr o u ps of 1 5) 
U n c o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er  
Pr o bl e m G  S a m a nt h a p uts 3 br a c el ets i n e a c h j e w elr y b o x. S h e h as 3 
j e w elr y b o x es. H o w m a n y br a c el ets d o es s h e h a v e 
alt o g et h er ? ( 3 gr o u ps of 3) 
 Pr o bl e m H  A t e a c h er p uts 9 cr a y o ns i n e a c h p e n cil c as e. H o w m a n y 
cr a y o ns ar e i n t w o p e n cil c as es ? ( 2 gr o u ps of 9) 
 Pr o bl e m I  Vi ol et w a nts t o gi v e 5 fl o w ers t o e a c h o n e of h er 3 
fri e n ds. H o w m a n y fl o w ers d o es s h e n e e d alt o g et h er ?  
( 3 gr o u ps of 5) 
 Pr o bl e m J  T h er e a r e t w o a q u ari u ms at t h e p et st or e. E a c h a q u ari u m 
h as 1 5 fis h es. H o w m a n y fis h es ar e t h er e alt o g et h er ?  
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I c o d e d h alf of t h e d at a a n d a s e c o n d c o d er, a tr ai n e d gr a d u at e st u d e nt, c o d e d t h e ot h er 
h alf. I est a blis h e d i nt er -r at er r eli a bilit y b y r a n d o ml y s el e cti n g a n d c o di n g 1 8 % of t h e d at a t h at 
h a d b e e n c o d e d b y t h e s e c o n d c o d er (i. e., t h e r es p o ns es f or 1 1 p arti c i p a nts: 4 fr o m t h e DI 
c o n diti o n, 4 fr o m t h e G E c o n diti o n, a n d 3 fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n). P er c e nt a g e of a gr e e m e nt 
a n d k a p p a w er e c al c ul at e d. T h e p er c e nt a g e of a gr e e m e nt w as 9 5 % a n d t h e k a p p a c o effi ci e nt w as 
κ = . 9 3, p < . 0 0 1.  T h e N e ar -Tr a nsf er t as k h a d  hi g h  l e v els of int er n al c o nsist e n c y , f or b ot h t h e 
i niti al r es p o ns e it e ms a n d t h e p ost-pr o m pt r es p o ns e it e ms, as d et er mi n e d b y Cr o n b a c h ’s al p h as 
of . 8 1 8 a n d . 8 6 7, r es p e cti v el y . 
C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
T h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k (s e e i nt er vie w pr ot o c ol i n A p p e n di x C ) ass ess e d 
c hil dr e n’s s y m b oli c fl e xi bilit y –  t h at is, t h eir a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt t o t h e 
s a m e t ar g et m a ni p ul ati v e. P arti ci p a nts  w er e pr o vi d e d wit h a bi n c o nt ai ni n g 4 0 p olli es. T h e  
i nt er vi e w er r e a d a s eri es of f o ur m ulti pl e-gr o u ps m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms (s e e T a bl e 1) o ut 
l o u d a n d as k e d c hil dr e n t o us e t h e p olli es t o s ol v e t h e pr o bl e ms. T h e  w or d pr o bl e ms diff er e d 
fr o m t h e o n es us e d i n t h e N e ar-Tr a nsf er t as k i n t h at t h e y w er e n o t of t h e n x 2 or n x 4 t y p es. T h e 
w or d pr o bl e ms w er e of t h e n x 3 , n x 5, n x 9,  or n x 1 5 t y p e s, i n w hi c h t h er e w er e n  gr o u ps a n d 
3 , 5 , 9, a n d 1 5 it e ms i n e a c h gr o u p, r es p e cti v el y. T h e or d er of t h e w or d pr o bl e ms w as 
c o u nt er b al a n c e d. A g ai n , c hil dr e n w er e pr o vi d e d wit h m ats t o h el p t h e m s e e t h e n u m b er of 
gr o u ps i n v ol v e d i n t h e pr o bl e ms. 
Aft er e a c h pr o bl e m, t h e i nt er vi e w er as k e d pr o m pts t o m a k e s ur e s h e u n d erst o o d w hi c h 
r ef er e nt t h e c hil d w as usi n g f or t h e p olli es ( e. g., “ C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d t h e 
pr o bl e m ? ” ) a n d t o s e e if t h e c hil d c o ul d us e a diff er e nt r ef er e nt f or t h e p olli es ( e. g., “ C a n y o u 
s h o w m e a diff er e nt w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es ? ” ). T h e c hil d c o ul d t h er ef or e 
m a k e m or e t h a n o n e att e m pt t o s ol v e t h e pr o bl e m a n d t h u s pr o vi d e m or e t h a n o n e a ns w er. 
C hil dr e n r e c ei v e d a fl e xi bilit y s c or e f or e a c h pr o bl e m, a n d t h at s c or e c o nsi d er e d all att e m pts a n d 
a ns w ers pr o vi d e d f or t h at pr o bl e m. T h e y r e c ei v e d a s c or e of 0 if t h e y h a d assi g n e d o nl y a 
r ef er e nt of 1 or o nl y a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es at a n y p oi nt w hil e c o m pl eti n g t h e it e m. T h e y 
r e c ei v e d a s c or e of 1 if t h e y h a d assi g n e d a r ef er e nt of 1 a n d  2 t o t h e p olli es. Fi n all y, t h e y 
r e c ei v e d a s c or e of 2 if t h e y h a d assi g n e d a r ef er e nt ot h er t h a n 1 or 2 t o t h e p olli es. I c o nsi d ere d 
t h at usi n g a r ef er e nt of 1 o nl y di d n ot d e m o nstr at e s y m b oli c fl e xi bilit y, as it w o ul d b e t h e d ef a ult 
r ef er e nt t o us e b as e d o n t h e lit er at ur e ( M artí et al., 2 0 1 3; N ati o n al R es e ar c h C o u n cil, 2 0 0 9). A 
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r ef er e nt of 2 o nl y w o ul d n ot s h o w fl e xi bilit y eit h er b ec a us e it is t h e r ef er e nt t h at w as l e ar n e d 
d uri n g i nstr u cti o n, a n d it w o ul d n ot l e a d t o a c orr e ct s ol uti o n t o t h e pr o bl e ms i n t h e C o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er t as k. If c hil dr e n us e d b ot h r ef er e nts of 1 a n d 2 i n t h eir s ol uti o ns, it d e m o nstr at e d a 
c ert ai n l e v el o f fl e xi bilit y b e c a us e t h e y w er e a bl e t o us e t w o diff er e nt r ef er e nts f or t h e s a m e 
m a ni p ul ati v e. L astl y, if c hil dr e n us e d a r ef er e nt ot h er t h a n 1 or 2, I c o nsi d er e d t his a hi g h l e v el of 
fl e xi bilit y b e c a us e t h e y h a d n ot e n c o u nt er e d t h es e ot h er r ef er e nts at a ny p oi nt d uri n g t h e 
i nstr u cti o n.  
T h e s c ori n g us e d f or t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k c o ul d b e c o nsi d er e d a Li k ert sc al e 
( B o o n e & B o o n e, 2 0 1 2), wit h a s c or e of 0 i n di c ati n g r es p o ns es t h at w er e n ot fl e xi bl e, a s c or e of 
1 i n di c ati n g r es p o ns es t h at w er e s o m e w h at fl e xi bl e, a n d a s c or e of 2 i n di c ati n g r es p o ns es t h at 
w er e o pti m all y fl e xi bl e . Al t h o u g h Li k ert s c al es yi el d or di n al d at a, m a n y e x p erts i n t h e s o ci al 
s ci e n c es a n al y z e Li k ert s c al e r es p o ns es wit h p ar a m etri c t ests t y pi c all y us e d wit h i nt er v al d at a , 
es p e c i all y w h e n t h e t ests or s c al es h a v e s uffi ci e nt l e v els of i nt er n al c o nsist e n c y  a n d i nt er -r at er 
r eli a bilit y ( S ulli c a n & Arti n o, 2 0 1 3). I nt er-r at er r eli a bilit y f or t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k 
w as c o n d u ct e d wit h a s e c o n d c o d er, a tr ai n e d u n d er gr a d u at e st u d e nt, w h o c o d e d 1 8 % of t h e d at a 
(i. e., t h e r es p o ns es f or 1 1 p arti ci p a nts: 4 fr o m t h e DI c o n diti o n, 4 fr o m t h e G E c o n diti o n, a n d 3 
fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n), w hi c h h a d b e e n r a n d o ml y s el e ct e d. T h e p er c e nt a g e of a gr e e m e nt 
w as 9 3 % a n d t h e k a p p a c o effi ci e nt w as κ = . 8 6, p < . 0 0 1.  T h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k h a d 
a hi g h  l e v el of i nt er n al c o nsist e n c y, as d et er mi n e d b y a Cr o n b a c h’s al p h a of . 8 9 7. T h es e 
r eli a bilit y m etri cs j ustif y tr e ati n g t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k as a m e as ur e yi el di n g d at a o n 
a n i nt er v al s c al e. A s s u c h, a  m e a n fl e xi bilit y s c or e f or t h e t as k w as c al c ul at e d f or e a c h st u d e nt.  
A c c ur a c y w as als o ass ess e d f or a ns w ers c hil dr e n p r o vi d e d t o t h e C o nstr ai n e d F ar-
Tr a nsf er pr o bl e ms. B e c a us e c hil dr e n c o ul d m a k e m ulti pl e att e m pts t o s ol v e e a c h pr o bl e m, 
a c c ur a c y w as n ot d et er mi n e d f or e a c h p arti ci p a nt b ut r at h er f or e a c h pr o bl e m -s ol vi n g att e m pt 
a cr oss all p arti ci p a nts. F or e a c h pr o bl e m -s o l vi n g att e m pt, a s c or e of 1 w as assi g n e d if t h e 
str at e g y i n v ol v e d t h e us e of t h e p olli es a n d t h e fi n al a ns w er o bt ai n e d w as c orr e ct. A s c or e of 0 
w as assi g n e d f or wr o n g a ns w ers.  
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
T h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k (s e e i nt er vi e w pr ot o c ol i n A p p e n di x C ) ass ess e d 
c hil dr e n’s s y m b oli c fl u e n c y –  t h at is, t h eir a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a n e w, 
u nf a mili ar m a ni p ul ati v e. C hil dr e n’s  s y m b oli c fl e xi bilit y w as als o ass ess e d wit h t his t as k. T h e 
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pr o c e d ur e w as si m il ar t o t h e o n e us e d f or t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k. T h e i nt er vi e w er 
r e a d a s eri es of f o ur n x 3 , n x 5 , n x 9, a n d n x 1 5  m ulti pl e -gr o u ps m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms 
o ut l o u d (s e e T a bl e 1) . T h e or d er of t h e w or d pr o bl e ms w as c o u nt er b al a n c e d. T h e  c hil dr e n w er e 
gi v e n a bi n wit h a v ari et y of m a ni p ul ati v es (s e e Fi g ur e 9 ) a n d as k e d t o s ol v e t h e pr o bl e ms usi n g 
t h e o bj e cts i n t h e bi n. E a c h  bi n c o nt ai n e d 4 5 bl o c ks of t hr e e diff er e nt c ol ors ( 1 5 bl o c ks f or e a c h 
c ol or); 4 5 s q u ar e, r o u n d, tri a n g ul ar or o v al b u tt o ns of t hr e e diff er e nt c ol ors ( 1 5 b utt o ns f or e a c h 
c ol or); a n d 4 5 pl asti c g e ms of t hr e e diff er e nt c ol ors ( 1 5 g e ms f or e a c h c ol or) . T h er e w er e n o 
p olli es i n t h e bi n . 
 
Fi g u r e 9   
E x a m pl e of M a ni p ul ati v es Us e d f or t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
 
 
Aft er e a c h pr o bl e m, t h e i nt er vi e w er as k e d pr o m pts t o m a k e s ur e s h e u n d erst o o d w hi c h 
r ef er e nt t h e c hil d w as usi n g f or t h e m a ni p ul ati v es ( e. g., “ C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d 
t h e pr o bl e m ?” ) a n d t o s e e if t h e c hil d c o ul d us e a diff er e nt r ef er e nt f or t he m a ni p ul ati v es ( e. g., 
“ C a n y o u s h o w m e a diff er e nt w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m wit h t h es e ? ” ). T h e c hil d c o ul d t h er ef or e 
m a k e m or e t h a n o n e att e m pt t o s ol v e t h e pr o bl e m a n d t h us pr o vi d e m or e t h a n o n e a ns w er. 
C hil dr e n  r e c ei v e d a fl u e n c y s c or e f or e a c h pr o bl e m s ol v e d, w hi c h  c o nsi d er e d all att e m pts a n d 
a ns w ers pr o vi d e d f or t h at pr o bl e m. T h e y  r e c ei v e d a s c or e of 0 if t h e y h a d assi g n e d o nl y a 
r ef er e nt of 1 t o t h e m a ni p ul ati v es w hil e s ol vi n g t h e it e m. T h e y r e c ei v e d a s c or e of 1 if t h e y h a d 
assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e m a ni p ul ati v es at a n y p oi nt w hil e w or ki n g o n t h e it e m. Fi n all y, 
t h e y r e c ei v e d a s c or e of 2 if t h e y h a d assi g n e d a r ef er e nt ot h er t h a n 1 or 2 t o t h e m a ni p ul ati v es at 
a n y p oi nt. I c o nsi d er e d t h at usi n g a r ef er e nt of 1 o nl y di d n ot d e m o nstr at e s y m b oli c fl u e n c y, as, 
a g ai n, it w o ul d b e t h e d ef a ult r ef er e nt t o us e b as e d o n t h e lit er at ur e ( M artí et  al., 2 0 1 3; N ati o n al 
R es e ar c h C o u n cil, 2 0 0 9). I b eli e v e d t h at if c hil dr e n us e d a r ef er e nt of 2, t h e y e x hi bit e d a c ert ai n 
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l e v el of fl u e n c y as t h e y w o ul d h a v e tr a nsf err e d w h at t h e y h a d l e ar n e d d uri n g t h e i nstr u cti o n t o a 
n o v el m a ni p ul ati v e. L astl y, if c hil dr e n us e d a r ef er e nt ot h er t h a n 1 or 2, I c o nsi d er e d t h e y 
d e m o nstr at e d a hi g h l e v el of fl u e n c y, as it w o ul d r e v e al t h eir a bilit y t o assi g n a r ef er e nt t h e y h a d 
n ot e n c o u nt er e d d uri n g i nstr u cti o n t o a n o v el m a ni p ul ati v e.  
As w as t h e c as e f or t h e C o nstr ai n e d F a r-Tr a nsf er t as k, t h e s c ori n g us e d f or t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k c o ul d als o b e c o nsi d er e d a Li k ert sc al e ( B o o n e & B o o n e, 2 0 1 2), 
i n t his c as e wit h a s c or e of 0 i n di c ati n g r es p o ns es t h at w er e n ot fl u e nt, a s c or e of 1 i n di c ati n g 
r es p o ns es t h at w er e so m e w h at fl u e nt, a n d a s c or e of 2 i n di c ati n g r es p o ns es t h at w er e o pti m all y 
fl u e nt. I nt er-r at er r eli a bilit y w as c o n d u ct e d wit h a s e c o n d c o d er, a tr ai n e d u n d er gr a d u at e st u d e nt, 
w h o c o d e d 1 8 % of t h e d at a (i. e., t h e r es p o ns es f or 1 1 p arti ci p a nts: 4 fr o m t h e DI c o n diti o n, 4 
fr o m t h e G E c o n diti o n, a n d 3 fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n), w hi c h h a d b e e n r a n d o ml y s el e ct e d.  
T h e  p er c e nt a g e of a gr e e m e nt w as 9 8 % a n d t h e k a p p a c o effi ci e nt w as κ = . 9 5, p < . 0 0 1 . T h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k h a d a  hi g h  l e v el of i nt er n al c o nsist e n c y, as d et er mi n e d b y a 
Cr o n b a c h’s al p h a of . 9 4 1.  T h es e r eli a bilit y m etri cs all o w e d m e t o tr e at t h e d at a fr o m t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k as i nt er v al d at a (s e e S ulli c a n & Arti n o, 2 0 1 3), j ustif yi n g t h e 
c al c ul ati o n of a m e a n fl u e n c y s c or e f or e a c h st u d e nt.  
A c c ur a c y w as als o ass ess e d f or a ns w ers c hil dr e n pr o vi d e d t o t h e U n c o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er pr o bl e ms. B e c a us e  c hil dr e n c o ul d m a k e m ulti pl e att e m pts t o s ol v e e a c h pr o bl e m, t h e 
u nit of a n al ysis w as pr o bl e m -s ol vi n g att e m pt f or t h e w h ol e s a m pl e. F or e a c h pr o bl e m -s ol vi n g 
att e m pt, a s c or e of 1 w as assi g n e d if t h e str at e g y i n v ol v e d t h e us e of t h e m a ni p ul ati v es a n d t h e 
fi n al a ns w er o bt ai n e d w as c orr e ct. A s c or e of 0 w as assi g n e d f or wr o n g a ns w ers.  
Sti c k er T as k  
T h e Sti c k er t as k w as a n ot h er m e as ur e of c hil dr e n’s s y m b oli c fl e xi bilit y. T h e o bj e cti v e of 
t h e t as k w as t o s e e w h et h er c hil dr e n w o ul d d e ci d e t o assi g n a “ pr ofit a bl e ” r ef er e nt t o t h e p olli es 
t o g et a r e w ar d. T h e i nt er vi e w er t ol d c hil dr e n t h at t h e y w o ul d b e r e c ei vi n g sti c k ers t o t h a n k t h e m 
f or t h eir h ar d w or k. T h e  i nt er vi e w er e x pl ai n e d t h at t h e n u m b er of sti c k ers t h e y w o ul d r e c ei v e 
w o ul d d e p e n d o n t h e s e cr et c o d e t h e y w o ul d c h o os e f or t h e p olli es. T h e y  w er e as k e d t o pl a c e 
p olli es o n t h e s p e ci al li d of a n e m pt y b o x (s a m e t y p e of b o x us e d i n t h e N e e d -t o-s y m b oli z e a n d 
e n c o di n g a cti viti es; s e e Fi g ur e 5 ) a n d t o e x pl ai n t h eir s e cr et c o d e t o t h e i nt er vi e w er. T h e n u m b er 
of sti c k ers t h e c hil dr e n as k e d f or wit h t h eir r e pr es e nt ati o n d e p e n d e d o n t h e n u m b er of p olli es 
t h e y pl a c e d o n t h e li d a n d t h e r ef er e nt (i. e., t h e s e cr et c o d e) t h e y assi g n e d t o e a c h. 
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T h e i nt er vi e w er t h e n as k e d t h e c hil d t o cl os e his or h er e y es w hil e s h e pl a c e d a s h e et of 
sti c k ers i nsi d e t h e b o x. All  c hil dr e n r e c ei v e d t h e s a m e n u m b er of sti c k er i n t h e e n d; if t h e y h a d 
as k e d f or f e w er sti c k ers, t h e i nt er vi e w er s ai d t h at b e c a us e t h e y di d  s u c h a g o o d j o b, t h e y g ot 
m or e t h a n w h at t h e y h a d as k e d f or, a n d if t h e y h a d as k e d f or m or e sti c k ers, t h e i nt er vi e w er s ai d 
t h at t his w a s all t h e sti c k ers t h at s h e  h a d. C hil dr e n’s  r es p o ns es w er e cl assifi e d i nt o o n e of t hr e e 
c at e g ori es b as e d o n t h e r ef er e nt  t h e y h a d us e d f or t h e p olli es: ( a) r ef er e nt of 1, ( b) r ef er e nt of 2, 
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C h a pt e r 4: R es ults  
 
T h e r es ults s e cti o n will r e p ort t h e st atisti c al a n al ys es a n d pr o vi d e d es cri pti v e e x a m pl es 
fr o m t h e d at a t o ill ustr at e s o m e of t he fi n di n gs. T h e r es ults ar e or g a ni z e d i nt o f o ur diff er e nt 
s e cti o ns: ( a) pri or k n o wl e d g e a n d c o g niti v e m e as ur es, ( b) l e ar ni n g, ( c) n e ar -tr a nsf er, a n d ( d) f ar-
tr a nsf er, w hi c h i n cl u d es r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y (i. e., s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c 
fl u en c y) , m a ni p ul ati v e us e, a n d pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y. B ef or e  d at a a n al ysis b e g a n, t h e 
st u d y’s h y p ot h es es, d esi g n, s a m pl e si z e, a n d a n al ysis pl a n w er e pr er e gist er e d at osf.i o . T h e 
pr er e gist er e d pr ot o c ol is c urr e ntl y e m b ar g o e d, b ut it c a n b e f o u n d i n A p p e n di x F . 
Of t h e s a m pl e of 6 5 st u d e nts, 1 1 w er e e x cl u d e d o n at l e ast o n e of t h e f o ur t as ks. I n t h e 
r e p ort of t h e a n al ysis f or e a c h t as k b el o w, I will s p e cif y t h e n u m b er of e x cl u d e d p arti ci p a nts a n d 
t h e r e as o ns f or t h e e x cl usi o ns. W h e n  c o nsi d eri n g t h e f ull s a m pl e of 6 5 p arti ci p a nts, I f o u n d t h at 
a g e w as n ot si g nifi c a ntl y c orr el at e d wit h a n y of t h e o ut c o m e v ari a bl es ( all p s > . 0 5) . T h er e w er e 
als o n o g e n d er  or  s c h o ol  diff er e n c es, a n d t h er e w as n o eff e ct of  or d er of pr es e nt ati o n of t h e 
C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as ks o n a n y o ut c o m e v ari a bl e ( all p s > . 0 5) . 
P ri o r K n o wl e d g e a n d C o g niti v e  M e as u r es  
T h e m e a ns a n d st a n d ar ds d e vi ati o ns f or t h e pri or k n o wl e d g e a n d c o g niti v e m e as ur es c a n 
b e f o u n d i n T a bl e 2. T a bl es 3 , 4 , a n d 5  pr es e nt t h e c orr el ati o ns b et w e e n t h e pri or k n o wl e d g e a n d 
c o g niti v e m e as ur es a n d t h e o ut c o m e m e as ur es i n e a c h c o n diti o n, r es p e cti v el y. T h er e w er e f o ur 
si g nifi c a nt c orr el ati o ns’  s c or es w er e si g nifi c a ntl y r el at e d t o t h e n u m b er of it e ms c o m pl et e d 
d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n ( p < . 0 0 1) f or st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n o nl y. F or  st u d e nts i n t h e 
G E c o n diti o n, N K T s c or es w er e si g nifi c a ntl y c orr el at e d wit h fl e xi bilit y s c or es o bt ai n e d fr o m t h e 
C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k, p = . 0 2 . S c or es o n t h e Di gits B a c k w ar ds t as k w er e si g nifi c a ntl y 
r el at e d t o t h e n u m b er of it e ms c o m plet e d d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n ( p < . 0 0 1) f or st u d e nts i n 
t h e DI c o n diti o n o nl y. L astl y , P at h S p a n s c or es w er e si g nifi c a ntl y r el at e d t o s c or es o bt ai n e d o n 
st u d e nts’ i niti al r es p o ns es t o t h e N e ar -Tr a nsf er t as k, b ut f or st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n o nl y. 
B e c a us e  n o n e of t h e c o g niti v e m e as ur es yi el d e d si g nifi c a nt c orr el ati o ns i n all t hr e e c o n diti o ns, 
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T a bl e 2  
M e a ns a n d St a n d ar ds D e vi ati o ns f or t h e Pri or K n o wl e d g e a n d C o g niti v e M e as ur es  
M e as ur e  C o n diti o n  M  S D  n  
N K T  DI  1 5. 4 0  4. 9 1  2 0  
 G E  1 6. 4 8  4. 1 8  2 5  
 C o ntr ol  1 5. 7 5  4. 4 5  2 0  
 T ot al  1 5. 9 2  4. 4 5  6 5  
D C C S  DI    2. 3 0    . 5 7 2 0  
 G E    2. 6 8    . 4 8 2 5  
 C o ntr ol    2. 5 5    . 5 1 2 0  
 T ot al    2. 5 2    . 5 3 6 5  
Di gits B a c k w ar ds  DI    2. 9 0  1. 3 0  2 0  
 G E    3. 1 2  1. 3 3  2 5  
 C o ntr ol    2. 1 0  1. 5 5  2 0  
 T ot al    2. 7 4  1. 4 4  6 5  
P at h S p a n  DI    3. 5 5  1. 4 7  2 0  
 G E    3. 6 8  1. 1 1  2 5  
 C o ntr ol    3. 8 0  1. 4 4  2 0  
 T ot al    3. 6 8  1. 3 1  6 5  
G o/ N o -G o  DI    1. 9 7    . 8 4 2 0  
 G E    2. 6 0    . 6 4 2 4  
 C o ntr ol    2. 0 5    . 7 9 2 0  
 T ot al    2. 2 3    . 8 0 6 4  
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T a bl e 3   
C orr el ati o ns B et w e e n C o g niti v e M e as ur es a n d O ut c o m e M e as ur es f or t h e DI C o n diti o n  
M e as ur es  
L e ar ni n g: 
It e ms 
(n = 2 0)  
L e ar ni n g: 
Ti m e  
(n = 2 0)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
I niti al 
(n = 1 9)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
P ost -pr o m pt  
(n = 1 9)  
C o nstr. F ar -
Tr a nsf er: 
Fl e xi bilit y  
(n = 1 9)  
U n c o nstr. 
F ar -
Tr a nsf er: 
Fl u e n c y  
(n = 1 9)  
N K T  
 
       – .6 5 * *         – . 2 1          . 3 8          . 2 8 . 4 0 . 2 8 
D C C S  
 
       – .5 8         – . 2 0        – . 0 7        – . 1 3 . 4 2 . 1 8 
Di gits 
b a c k w ar ds  
 
       – .7 6 * *         – . 1 9          . 2 5          . 1 5 . 3 8 . 2 2 
P at h S p a n  
 
       – .2 5           . 1 6          . 4 6 *          . 3 6 . 3 2 . 0 5 
G o/  
N o -G o  
       – .0 5           . 3 7        – . 1 5        – . 0 1 . 0 3 . 1 5 
N ot e.  C o nstr. = C o nstr ai n e d; U n c o nstr. = U n c o nstr ai n e d; N K T = N u m b er K n o wl e d g e T est; 
D C C S = Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort  
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T a bl e 4   
C orr el ati o ns B et w e e n C o g niti v e M e as ur es a n d O ut c o m e M e as ur es f or t h e G E C o n diti o n  
M e as ur es  
L e ar ni n g: 
It e ms 
(n = 2 5)  
L e ar ni n g: 
Ti m e  
(n = 2 5)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
I niti al 
(n = 2 5)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
P ost -pr o m pt  
(n = 2 5)  
C o nstr. F ar -
Tr a nsf er: 
Fl e xi bilit y  
(n = 2 2)  
U n c o nstr. 
F ar -
Tr a nsf er: 
Fl u e n c y  
(n = 2 1)  
N K T  
 
       – . 1 8        – . 1 4          . 0 9          . 2 8          . 5 0 *          . 3 7 
D C C S  
 
       – . 10           . 1 4          . 1 2        – . 2 5        – . 0 8        – . 1 7 
Di gits 
b a c k w ar ds  
 
       – . 3 5        – . 3 2        – . 1 5          . 0 3          . 0 1          . 2 2 
P at h S p a n  
 
       – . 1 1          . 2 5        – . 2 4        – . 1 5        – . 0 4          . 0 8 
G o/  
N o -G o  
       – . 1 0a           . 0 1a         – . 0 8a         – . 0 4a         – . 0 1b         – . 3 0 
N ot e.  C o nstr. = C o nstr ai n e d; U n c o nstr. = U n c o nstr ai n e d; N K T = N u m b er K n o wl e d g e T est; 
D C C S = Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort  
a n  = 2 4    b n = 2 1     
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T a bl e 5   
C orr el ati o ns B et w e e n C o g niti v e M e as ur es a n d O ut c o m e M e as ur es f or t h e C o ntr ol C o n diti o n  
M e as ur es  
L e ar ni n g: 
It e msa  
(n = 2 0)  
L e ar ni n g: 
Ti m e  
(n = 2 0)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
I niti ala  
(n = 2 0)  
N e ar -
Tr a nsf er: 
P ost -
pr o m pt a  
(n = 2 0)  
C o nstr. F ar -
Tr a nsf er: 
Fl e xi bilit y  
(n = 2 0)  
U n c o nstr. 
F ar -
Tr a nsf er: 
Fl u e n c y a  
(n = 2 0)  
N K T  
 
–         – . 3 5 –  –         – . 0 9 –  
D C C S  
 
–         – . 4 0 –  –         – . 2 5 –  
Di gits 
b a c k w ar ds  
 
–         – . 3 5 –  –           . 2 9 –  
P at h S p a n  
 
–           . 0 2 –  –           . 2 0 –  
G o/  
N o -G o  
–           . 0 2 –  –           . 0 1 –  
N ot e.  C o nstr. = C o nstr ai n e d; U n c o nstr. = U n c o nstr ai n e d; N K T = N u m b er K n o wl e d g e T est; 
D C C S = Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort  
a C orr el ati o ns c o ul d n ot b e c o m p ut e d b e c a us e t h e v ari a bl e w as c o nst a nt.  
  
Fi v e o n e -w a y a n al ys es of v ari a n c e ( A N O V A) w er e p erf or m e d wit h e a c h c o g niti v e 
m e as ur e as t h e d e p e n d e nt v ari a bl e a n d c o n diti o n as t h e b et w e e n -gr o u ps f a ct or. R es ults i n di c at e d 
t h at t h er e w as a si g nifi c a nt gr o u p diff er e n c e f or t h e Di gits B a c k w ar ds t as k, F ( 2, 6 2) = 3. 1 8, p = 
. 0 4 9, h p 2  = . 0 9 , ( 1 –  b ) = . 5 92 . P ost -h o c a n al ys es usi n g a B o nf err o ni c orr e cti o n di d n ot r e v e al a n y 
s p e cifi c p air wis e diff er e n c es b et w e e n t h e t hr e e gr o u ps ( all p s > . 0 5), h o w e v er. Gi v e n  t h at t h es e 
fi n di n gs ar e diffi c ult t o i nt er pr et, s c or es o n t h e Di gits B a c k w ar ds t as k w er e n ot i n cl u d e d i n a n y 
of t h e s u bs e q u e nt a n al ys es.  
A si g nifi c a nt gr o u p diff er e n c e w as als o f o u n d f or t h e G o/ N o -G o t as k, F ( 2, 6 1) = 4. 6 7, p 
= . 0 1, h p 2  = . 1 3 , ( 1 –  b ) = . 77 . P ost -h o c a n al ys es usi n g a B o nf err o ni c orr e cti o n r e v e al e d t h at 
 
2 	( 1 –  b ) r ef ers t o o bs er v e d p o w er. 
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s c or es f or st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( M = 1. 9 7, S D = . 8 4) w er e si g nifi c a ntl y l o w er t h a n t h os e 
of st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( M = 2. 0 6, S D = . 6 4), t( 4 2) = 2. 7 6, p = . 0 2, d = . 8 6. D es pit e 
t h es e diff er e n c es, s c or es o n t h e G o/ N o-G o t as k w er e n ot i n cl u d e d i n s u bs e q u e nt a n al ys es 
b e c a us e t h e y w er e n ot c orr el at e d wit h a n y of t h e o ut c o m e m e as ur es (s e e T a bl es 3 , 4 , a n d 5 ). N o 
ot h er gr o u p diff er e n c es w er e f o u n d o n a n y of t h e ot h er pri or k n o w l e d g e or c o g niti v e m e as ur es 
( all p s > . 0 5).  
L e a r ni n g  
O ut of t h e f ull s a m pl e of 6 5 st u d e nts, t h e d at a of f o ur p arti ci p a nts w er e e x cl u d e d f or t h e 
l e ar ni n g ass ess m e nt, r es ulti n g i n a s a m pl e of 6 1 . T h e f o ur p arti ci p a nts (t hr e e fr o m t h e DI 
c o n diti o n a n d o n e fr o m t h e G E c o n diti o n) di d n ot s u c c essf ull y e n c o d e t h e p oll y as h a vi n g a 
r ef er e nt of 2 d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n t h at t o o k pl a c e b ef or e t h e l e ar ni n g ass ess m e nt o n t h e 
s e c o n d i nt er vi e w d a y . 
R e c all t h at l e ar ni n g w as ass ess e d b y e x a mi ni n g c hil dr e n’s p erf or m a n c e d uri n g t h e 
e n c o di n g s essi o n i n t w o w a ys: ( a) t h e n u m b er of it e ms n e e d e d f or c hil dr e n t o e n c o d e t h e p olli es 
as h a vi n g a r ef er e nt of 2, a n d ( b) t h e l e n gt h of t h e e n c o di n g s essi o n i n mi n ut es, fr o m t h e st art of 
t h e s essi o n u ntil c hil dr e n h a d fi nis h e d c orr e ctl y s ol vi n g t w o it e ms i n a r o w usi n g a r ef er e nt of 2 
f or t h e p olli es wit h o ut f e e d b a c k. M e a ns a n d st a n d ar d d e vi ati o ns o n t h es e m e as ur es ar e pr es e nt e d 
i n T a bl e 6 . T w o i n d e p e n d e nt-s a m pl es t-t ests w er e c o n d u ct e d t o d et er mi n e if t h er e w er e 
diff er e n c es i n l e ar ni n g b et w e e n t h e t w o i nstr u cti o n al c o n diti o ns (i. e., DI a n d G E) . D at a fr o m 
st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e n ot i n cl u d e d i n t his a n al ysis b e c a us e t h es e st u d e nts di d n ot 
r e c ei v e a n y t y p e of i nstru cti o n, a n d o nl y o n e p arti ci p a nt s p o nt a n e o usl y assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o 
t h e p olli es d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n (s e e b el o w). 
T h e r es ults fr o m t h e first i n d e p e n d e nt -s a m pl es t-t est, wit h m e a n n u m b er of it e ms as t h e 
d e p e n d e nt v ari a bl e, r e v e al e d a si g nifi c a nt diff er e n c e b et w e e n t h e t w o gr o u ps, t( 3 9) = -2. 3 4, p 
=. 0 2, d = . 7 5 , ( 1 –  b ) = . 6 3. T h e r es ults fr o m t h e s e c o n d i n d e p e n d e nt -s a m pl es t-t est, wit h l e n gt h 
of t h e e n c o di n g s essi o n as t h e d e p e n d e nt v ari a bl e, r e v e al e d t h at st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n 
t o o k si g nifi c a ntl y l o n g er t o e n c o d e t h e p olli es as h a vi n g a r ef er e nt of 2 t h a n st u d e nts i n t h e DI 
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T a bl e 6   
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns f or  t h e L e ar ni n g Ass ess m e nt  
 N u m b er of it e ms a   Ti m e t o l e ar n b  
 M  S D  n   M  S D  n  
Dir e ct 
I nstr u cti o n 
 
. 6 3 . 1 5 1 8   8. 2 0  3. 5 3  1 8  
G ui d e d 
E x pl or ati o n  
 
. 7 4 . 1 4 2 3   1 2. 4 3  6. 2 5  2 3  
T ot al  
 
. 6 9 . 1 5 4 1   1 0. 5 7  5. 6 0  4 1  
N ot e.  All st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n ( n = 2 0) c o m pl et e d si x it e ms d uri n g t h e e n c o di n g 
s essi o n, a n d t h e m e a n s essi o n l e n gt h f or t h es e st u d e nts w as 8. 6 7 mi n ut es ( S D = 3. 2 8)  
a R e p ort e d i n p er c e nt  
b I n mi n ut es 
 
St u d e nts’ r es p o ns es d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n w er e als o e x a mi n e d q u alit ati v el y. All  
st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n us e d t h e p olli es as h a vi n g a r ef er e nt of 2 d uri n g t h e e n c o di n g 
s essi o n. St u d e nts  i n t h e G E c o n diti o n w er e at first gi v e n t h e fr e e d o m t o d e ci de o n t h eir o w n 
r ef er e nt f or t h e p olli es a n d t h e n h a d t o m o dif y t h at r ef er e nt i n r es p o ns e t o t h e c o nstr ai nts pl a c e d 
o n t h e t as k b y t h e i nt er vi e w er. T h er ef or e, st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n assi g n e d diff er e nt 
r ef er e nts t o t h e p olli es d uri n g t h e c o urs e of t h e e n c o di n g s essi o n b ef or e fi n all y assi g ni n g a 
r ef er e nt of 2 b y t h e e n d of t h e s essi o n. A ll of t h e st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n st art e d b y 
assi g ni n g a r ef er e nt of 1 t o e a c h p oll y, t h er e b y usi n g t h e s a m e n u m b er of p olli es as c u b es t o 
r e pr es e nt t h e gi v e n q u a ntiti es. F o ur  st u d e nts als o e x p eri m e nt e d wit h usi n g a r ef er e nt of 4 f or t h e 
p olli es –  s o m e of t h es e st u d e nts p oi nt e d o ut t h e f o ur l at er al f a c es or t h e f o ur e d g es of t h e p olli es 
t o j ustif y t h e r ef er e nt of 4. M ost  st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n o nl y us e d 1 as t h e r ef er e nt f or 
t h e p olli es. O n e  st u d e nt, h o w e v er, us e d a r ef er e nt of 2 f or s o m e of t h e it e ms, a n d a n ot h er st u d e nt 
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N e a r T r a nsf e r  
O ut of t h e f ull s a m pl e of 6 5 st u d e nts, t h e d at a of f o ur p arti ci p a nts w er e e x cl u d e d f or t his 
t as k, r es ulti n g i n a s a m pl e of 6 1. B e c a us e of a d mi nistr ati v e err or, v i d e o d at a w er e missi n g f or 
o n e p arti ci p a nt ( DI c o n diti o n), a n d t hr e e st u d e nts ( all fr o m t h e DI c o n diti o n) di d n ot s u c c essf ul l y 
e n c o d e t h e p oll y as h a vi n g a r ef er e nt of 2 d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n t h at t o o k pl a c e b ef or e t h e 
N e ar -Tr a nsf er t as k o n t h e s e c o n d i nt er vi e w d a y . 
T a bl e 7  s h o ws t h e m e a ns a n d st a n d ar d d e vi ati o ns f or e a c h gr o u p o n t h e i niti al a n d p ost -
pr o m pt r es p o ns es. A s c or e of 2 (t h e hi g h est  s c or e  p ossi bl e) w o ul d  i n di c at e t h at t h e st u d e nt 
assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n b ot h it e ms.  B e c a us e t h er e w as n o v ari a n c e o n eit h er 
i niti al or p ost-pr o m pt r es p o ns es f or st u d e nts i n t h e c o ntr ol gr o u p, t his gr o u p w as e x cl u d e d fr o m 
t h e a n al ys es f or t h e N e ar-Tr a nsf er t as k.  
 
T a bl e 7   
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns f or P erf or m a n c e o n t h e N e ar -Tr a nsf er T as k  
 N e ar -Tr a nsf er  
(i niti al r es p o ns e)a  
 N e ar -Tr a nsf er  
( p ost-pr o m pt r es p o ns e) a  
 M  S D  n   M  S D  n  
Dir e ct I nstr u cti o n . 8 8 . 9 9 1 7   1. 3 5  . 8 6 1 7  
G ui d e d E x pl or ati o n  . 3 8 . 6 5 2 4   1. 0 8  . 9 3 2 4  
C o ntr ol  . 0 0 . 0 0 2 0   . 0 0 . 0 0 2 0  
T ot al  . 3 9 . 7 4 6 1   . 8 0 . 9 3 6 1  
a M a x: 2, mi n: 0  
 
T o d et er mi n e gr o u p diff er e n c es i n p erf or m a n c e o n t h e N e ar -Tr a nsf er t as k, a 2 x 2 mi x e d 
d esi g n  A N O V A w as c o n d u ct e d wit h r es p o ns e att e m pt (i niti al, p ost-pr o m pt) as t h e r e p e at e d-
m e as ur es f a ct or  a n d c o n diti o n ( DI, G E) as t h e b et w e e n -gr o u ps i n d e p e n d e nt v ari a bl e. A  
si g nifi c a nt m ai n eff e ct of att e m pt w as f o u n d, F ( 1, 3 9) = 2 3. 2 6, p  < . 0 0 1, h p 2  = . 3 7 , ( 1 –  b ) = 1 .0 0 , 
i n di c ati n g t h at o v er all t h e m e a n s c or e o n t h e p ost-pr o m pt r es p o ns e w as hi g h er t h a n t h e m e a n 
s c or e o n t h e i niti al r es p o ns e. T h er e w as, h o w e v er, n o si g nifi c a nt m ai n eff e ct of c o n diti o n, F ( 1, 
3 9) = 2. 5 7, p = . 1 1 7, ( 1 –  b ) = . 3 5 a n d n o si g nifi c a nt i nt er a cti o n b et w e e n att e m pt a n d c o n diti o n, 
F ( 1, 3 9) = . 9 5, p = . 3 4, ( 1 –  b ) = . 1 6. M y pr e di cti o n t h at c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n w o ul d us e a 
		
 
4 9  
r ef er e nt of 2 m or e c o nsist e ntl y a cr oss all pr o bl e ms c o m p ar e d t o c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n w as  
t h er ef or e n ot s u p p ort e d.  
F o ur o n e -s a m pl e t-t ests w er e t h e n c o n d u ct e d t o d et er mi n e if t h e s c or es o n t h e N e ar-
Tr a nsf er t as k ( b ot h t h e i niti al a n d t h e p ost -pr o m pt s c or es) f or t h e DI a n d G E c o n diti o ns w er e 
si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m 0 . A v al u e of 0 r e pr es e nts n ot e v er usi n g t h e p oll y wit h a r ef er e nt of 
2 . T o mi ni mi z e t h e ris k of a T y p e I err or, a n al p h a of . 0 1 2 5 (. 0 5/ 4) w as us e d f or e a c h t-t est. As 
c a n b e s e e n fr o m t h e r es ults pr es e nt e d i n T a bl e 8 , all f o ur t-t ests yi el d e d si g nifi c a nt r es ults. A ll 
i niti al a n d p ost-pr o m pt m e a n s c o r es o n t h e N e ar-Tr a nsf er t as k w er e si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m 0 
f or t h e DI a n d G E c o n diti o ns, m e a ni n g t h at st u d e nts i n t h es e t w o c o n diti o ns m or e oft e n 
r e pr es e nt e d t h e p olli es as 2 t h a n a n y ot h er r ef er e nt. 
 
T a bl e 8  
R es ults fr o m O n e -S a m pl e t-T ests f or t h e I niti al a n d P ost -Pr o m pt P erf or m a n c e o n t h e N e ar -
Tr a nsf er T as k i n t h e DI a n d G E C o n diti o ns 
V ari a bl e  C o n diti o n  t df  p  d  
I niti al r es p o ns e DI  3. 6 7  1 6       . 0 0 2   . 8 9 
 G E  2. 8 4  2 4       . 0 0 9   . 5 8 
P ost -pr o m pt r es p o ns e  DI  6. 4 7  1 6    < . 0 0 1  1. 5 7  
 G E  5. 7 2  2 4    < . 0 0 1  1. 1 7  
N ot e.  DI: n = 1 7; G E: n = 2 4  
 
D es pit e n o si g nifi c a nt i nt er a cti o n b et w e e n att e m pt a n d c o n diti o n, st u d e nts’ r es p o ns e 
c h a n g e fr o m t h eir i niti al t o t h eir p ost -pr o m pt r es p o ns es w er e n e v ert h el ess e x a mi n e d 
d es cri pti v el y. T a bl e  9  s h o ws t h e distri b uti o n of s c or es f or i niti al a n d p ost -pr o m pt r es p o ns es o n 
t h e N e ar-Tr a nsf er t as k f or t h e DI a n d G E i nstr u cti o n al c o n diti o ns. A s c or e of 0 i n di c at es t h at t h e 
st u d e nt di d n ot assi g n a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n eit h er it e m. A s c or e of 1 i n di c at es t h at t h e 
st u d e nt assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n o n e it e m. A s c or e of 2 i n di c at es t h at t h e st u d e nt 
assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n b ot h it e ms. S c or es f or st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n 
w er e o mitt e d b e c a us e t h e y all r e c ei v e d a s c or e of 0 b ot h f or t h eir i niti al a n d p ost -pr o m pt 
r es p o ns es.  
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T a bl e 9   
Fr e q u e n ci es (a n d Pr o p orti o ns ) of R es p o ns es Wit hi n t h e DI a n d G E C o n diti o ns o n t h e N e ar -
Tr a nsf er T as k f or I niti al a n d P ost-Pr o m pt S c or es  
 N e ar -Tr a nsf er  
(i niti al r es p o ns e) 
 N e ar -Tr a nsf er  
( p ost-pr o m pt r es p o ns e)  
S c or es  0  1  2  T ot al   0  1  2  T ot al  
Dir e ct 
I nstr u cti o n 
 
9  
( 5 3 %) 
1  
( 6 %) 
7  
( 4 1 %) 
1 7  
( 1 0 0 %) 
 4  
( 2 4 %) 
3  
( 1 8 %) 
1 0  
( 5 9 %) 
1 7  
( 1 0 0 %) 
G ui d e d 
E x pl or ati o n  
 
1 7  
( 7 1 %) 
5  
( 2 1 %) 
2  
( 8 %) 
2 4  
( 1 0 0 %) 
 9  
( 3 8 %) 
4  
( 1 7 %) 
1 1  
( 4 6 %) 
2 4  
( 1 0 0 %) 
          
As c a n b e s e e n i n T a bl e 9, t h er e w er e a b o ut fi v e ti m es as m a n y st u d e nts i n t h e DI 
c o n diti o n ( 4 1 %) w h os e i niti al r ef er e nt f or t h e p olli es w as 2 o n b ot h it e ms (i. e., s c or e of 2) 
c o m p ar e d t o st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( 8 %) . I n v ers el y, th e pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e G E 
c o n diti o n ( 7 1 %) w h os e i niti al us e of t h e p olli es w as n ot wit h a r ef er e nt of 2 o n b ot h it e ms (i. e., 
s c or e of 0) w as a b o ut  1. 5 ti m es gr e at er t h a n t h e pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 5 3 %) 
w h o a ns w er e d si mil arl y . 
St u d e nts i n b ot h t h e DI a n d G E c o n diti o ns w er e g e n er all y b ett er at assi g ni n g a r ef er e nt of 
2 f or t h e p olli es aft er b ei n g pr o m pt e d b y t h e i nt er vi e w er, b ut st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n 
s e e m e d t o b e n efit t h e m ost fr o m t h e pr o m pts. T h e  pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n 
w h o assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es aft er b ei n g pr o m pt e d w as o v er fi v e ti m es t h at f or t h e 
i niti al r es p o ns es ( 8 % o n t h e i niti al r es p o ns e a n d 4 6 % o n t h e s e c o n d). I n c o ntr ast, t h e pr o p orti o n 
of st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n w h o assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es aft er t h e pr o m pt w as 
al m ost 1. 5 ti m es t h at f or t h eir i niti al r es p o ns es ( 4 1 % o n t h e i niti al r es p o ns e a n d 5 9 % o n t h e 
s e c o n d) . 
A m or e d et ail e d e x a mi n ati o n of t h e c h a n g e fr o m t h e i niti al r es p o ns es t o t h e p ost -pr o m pt 
r es p o ns es w as c o n d u ct e d n e xt. T h er e  w er e ni n e st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n w h o di d n ot assi g n a 
r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n eit h er it e m o n t h eir i niti al r es p o ns es. T hr e e of t h es e st u d e nts ( 3 3 %) 
w er e a bl e t o d o s o o n o n e it e m aft er b ei n g pr o m pt e d, t w o of t h es e s t u d e nts ( 2 2 %) assi g n e d a 
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r ef er e nt of 2 o n b ot h it e ms aft er b ei n g pr o m pt e d, a n d f o ur of t h es e st u d e nts ( 4 4 %) w er e still n ot 
a bl e t o assi g n a r ef er e nt of 2 aft er b ei n g pr o m pt e d. O n e  a d diti o n al st u d e nt i n t h e DI c o n diti o n 
o nl y assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n o n e it e m b ef or e pr o m pti n g b ut w as a bl e t o assi g n a 
r ef er e nt of 2 t o b ot h it e ms aft er pr o m pti n g. Fi n all y , t h er e w er e s e v e n st u d e nts w h o assi g n e d a 
r ef er e nt of 2 o n b ot h t h eir i niti al a n d p ost-pr o m pt r es p o ns es.  
T h er e w er e 1 7 st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n w h o di d n ot assi g n a r ef er e nt of 2 t o t h e 
p olli es as a n i niti al r es p o ns e. T hr e e of t h es e st u d e nts ( 1 8 %) w er e a bl e t o d o s o o n o n e it e m aft er 
b ei n g pr o m pt e d, fi v e of t h es e st u d e nts ( 2 9 %) w er e a bl e o n b ot h it e ms aft er b ei n g pr o m pt e d, a n d 
ni n e of t h es e st u d e nts ( 5 3 %) w er e still n ot a bl e t o assi g n a r ef er e nt of 2 aft er b ei n g pr o m pt e d. 
Fi v e  a d diti o n al st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n o nl y assi g n e d a r ef er e nt of 2 t o t h e p olli es o n o n e 
it e m as t h eir i niti al r es p o ns e. Aft er p r o m pti n g, f o ur of t h es e st u d e nts ( 8 0 %) w er e a bl e t o d o it f or 
b ot h it e ms. Fi n all y, t h er e w er e t w o st u d e nts w h o assi g n e d a r ef er e nt of 2 o n b ot h t h eir i niti al a n d 
p ost -pr o m pt r es p o ns es.   O v er all, all p arti ci p a nts e x c e pt t w o ( o n e fr o m t h e DI c o n diti o n a n d o n e 
fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n) assi g n e d a r ef er e nt of 1 t o t h e p olli es w h e n t h e y f ail e d t o assi g n a 
r ef er e nt of 2. W h e n as k e d t o us e t h e p olli es t o s ol v e t h e first pr o bl e m, f or e x a m pl e, i n w hi c h t h e y 
w er e as k e d f or t h e t ot al n u m b er of b all o o ns f or t hr e e c hi l dr e n h ol di n g t w o b all o o ns e a c h, 
c hil dr e n w h o assi g n e d a r ef er e nt of 1 t o t h e p olli es p ut d o w n 6 i n t ot al. O n e st u d e nt di d n ot us e a 
r ef er e nt f or t h e p olli es a n d i nst e a d us e d t h e p olli es t o “ dr a w ” t h e di gits r e pr es e nti n g t h e 
q u a ntiti es i n t h e pr o bl e m, a n d a n ot h er st u d e nt us e d a n u n cl e ar r ef er e nt (i. e., h e w as m a ki n g u p 
st ori es a b o ut t h e w or d pr o bl e ms a n d pl a yi n g wit h t h e p olli es).  
F a r T r a nsf e r  
 C hil dr e n’s f ar -tr a nsf er a biliti es w er e e x a mi n e d i n diff er e nt w a ys, fr o m br o a d er a n al ys es 
t o m or e fi n e-gr ai n e d a n al ys es. First , I ass ess e d c hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y, w hi c h 
e nt ails t w o diff er e nt as p e cts of s y m b ol us e: s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y. N e xt, I 
o bs er v e d h o w c hil dr e n us e d t h e diff er e nt m a ni p ul ati v es d uri n g t h e C o nstr ai n e d a n d 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as ks; I w as i nt er est e d i n t h e q u a ntit ati v e r ef er e nts t h e y assi g n e d t o 
t h es e m a ni p ul ati v es. L astl y , c hil dr e n’s w or d-pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y w as a n al y z e d.  
R e p r es e nt ati o n al V e rs atilit y  
T a k e n t o g et h er, st u d e nts’ s y m b oli c fl e xi bilit y a n d t h eir s y m b oli c fl u e n c y pr o vi d e 
i nf or m ati o n o n t h eir r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y. Fl e xi bilit y  w as d et er mi n e d fr o m st u d e nts’ 
p erf or m a n c e o n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k: I w a nt e d t o k n o w if, w h e n s ol vi n g t h e w or d 
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pr o bl e ms wit h t h e p olli es, c hil dr e n us e d o nl y o n e r ef er e nt o n e a c h it e m ( eit h er 1 or 2) f or t h e 
p olli es, if t h e y us e d b ot h r ef er e nts of 1 a n d 2, or if t h e y us e d ot h er r ef er e nts. T h e Sti c k er t as k 
pr o vi d e d a n ot h er m e as ur e of st u d e nts’ fl e xi bilit y  as it r e v e al e d w h at r ef er e nt(s) st u d e nts c h os e t o 
us e f or t h e p olli es i n a c o nt e xt t h at w as p ot e nti all y pr ofit a bl e t o t h e m. St u d e nts’ fl u e n c y w as 
d et er mi n e d fr o m t h eir p erf or m a n c e o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k: I w a nt e d t o k n o w if, 
w h e n s ol vi n g t h e w or d pr o bl e ms wit h t h e m a ni p ul ati v es, c hil dr e n w er e a bl e t o assi g n a r ef er e nt 
ot h er t h a n 1 t o t h e n o v el o bj e cts. L astl y , I als o e x a mi n e d t h e r el ati o n b et w e e n t h e d e gr e e of 
st u d e nts’ fl e xi bilit y a n d fl u e n c y.  
Fl e xi bilit y  
O n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t a s k , o ut of t h e f ull s a m pl e of 6 5 st u d e nts, t h e d at a of 
f o ur p arti ci p a nts w er e e x cl u d e d (N = 6 1) . T w o p arti ci p a nts i n t h e G E c o n diti o n di d n ot 
s u c c essf ull y e n c o d e t h e p oll y as h a vi n g a r ef er e nt of 2 d uri n g t h e r e vi e w s essi o n t h at t o o k pl a c e 
b ef or e t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k. O n e p arti ci p a nt fr o m t h e G E c o n diti o n w as a bs e nt, a n d 
o n e p arti ci p a nt i n t h e DI c o n diti o n wis h e d t o st o p t h e i nt er vi e w . 
T a bl e 1 0  s h o ws st u d e nts’ m e a n fl e xi bilit y s c or es a n d st a n d ar d d e vi ati o ns o n t h e 
C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k i n e a c h gr o u p. Hi g h er  s c or es r e pr es e nt a hi g h er l e v el of fl e xi bilit y, 
wit h a s c or e of 2 (t h e m a xi m u m p ossi bl e) i n di c ati n g t h at t h e st u d e nt assi g n e d a r ef er e nt ot h er 
t h a n 1 or 2 t o t h e p olli es o n all it e ms.  A o n e -w a y A N O V A w as c o n d u ct e d wit h m e a n fl e xi bilit y 
s c or es as t h e d e p e n d e nt v ari a bl e a n d c o n diti o n as t h e b et w e e n -gr o u ps v ari a bl e. R es ults  i n di c at e 
si g nifi c a nt gr o u p diff er e n c es, F ( 2, 5 8) = 6 .1 1 , p = . 0 0 4 , h p 2  = . 1 7, ( 1 –  b ) = . 8 7. P ost -h o c 
a n al ys es usi n g a B o nf err o ni c orr e cti o n r e v e al e d t h at fl e xi bilit y s c or es o n t h e C o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k i n t h e G E gr o u p w er e si g nifi c a ntl y gr e at er t h a n t h os e i n t h e c o ntr ol gr o u p, t( 4 0) = 
3. 4 8 , p = . 0 0 3 , d = 1. 0 8 . T h e s c or es fr o m t h e DI gr o u p w er e n ot si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m t h os e 
i n t h e G E gr o u p (t( 3 9) = 1.3 8 , p = . 5 2 ), n or fr o m t h os e i n t h e c o ntr ol gr o u p (t( 3 7) = . 0 1, p = . 1 5) . 
I n s u m, my pr e di cti o ns w er e p arti all y s u p p ort e d. I  h a d pr e di ct e d t h at c hil dr e n i n t h e G E 
c o n diti o n w o ul d o ut p erf or m c hil dr e n i n t h e ot h er t w o c o n diti o ns, b ut t h eir p erf or m a n c e w as o nl y 
si g nifi c a ntl y gr e at er t h a n t h at of c hil dr e n i n t h e c o ntr ol gr o u p. I n  a d diti o n, as I h a d  pr e di ct e d , 
t h er e w as n o diff er e n c e b et w e e n t h e DI a n d c o ntr ol gr o u ps .  
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T a bl e 1 0   
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns of Fl e xi bilit y S c or es o n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k a  
 M  S D  n  
Dir e ct I nstr u cti o n  . 3 6 . 5 4 1 9  
G ui d e d E x pl or ati o n  . 57  . 63  2 2  
C o ntr ol  . 0 4 . 1 7 2 0  
T ot al  . 33  . 5 3 6 1  
N ot e. Fl e xi bilit y s c or e w as t h e m e a n n u m b er of p oi nts a cr oss all f o ur it e ms.  
a M a x: 2, mi n: 0  
 
O n t h e Sti c k er t as k,  o ut of t h e f ull s a m pl e of 6 5 st u d e nts, t h e d at a of fi v e p arti ci p a nts 
w er e e x cl u d e d ( N = 6 0) . T w o p arti ci p a nts ( b ot h i n t h e G E c o n diti o n) di d n ot s u c c essf ull y e n c o d e 
t h e p oll y as h a vi n g a r ef er e nt of 2 d uri n g t h e r e vi e w s essi o n t h at t o o k pl a c e at t h e b e gi n ni n g of 
D a y 3 . O n e p arti ci p a nt ( G E c o n diti o n) w as a bs e nt, a n d t w o p arti ci p a nts ( o n e fr o m t h e DI 
c o n diti o n a n d o n e fr o m t h e G E c o n diti o n) wis h e d t o st o p t h e i nt er vi e w . 
T h e Sti c k er t as k w as a n ot h er m e as ur e of st u d e nts’ fl e xi bilit y. St u d e nts’ c h os e n r ef er e nt 
f or t h e p olli es f ell i nt o o n e of t hr e e c at e g ori es: ( 1) r ef er e nt of 1, ( 2) r ef er e nt of 2, or ( 3) ot h er or 
u ns p e cifi e d r ef er e nt. O nl y t hr e e st u d e nts w er e cl assifi e d i n th e l att er c at e g or y a n d s o t h e y w er e 
e x cl u d e d fr o m t his a n al ysis.  A  c hi -s q u ar e t est of ass o ci ati o n w as c o n d u ct e d b et w e e n c h os e n 
r ef er e nt ( 1, 2) a n d c o n diti o n ( DI, G E, a n d c o ntr ol). All e x p e ct e d c ell fr e q u e n ci es w er e gr e at er 
t h a n fi v e. T h er e w as a st atisti c a ll y si g nifi c a nt ass o ci ati o n b et w e e n r ef er e nt a n d c o n diti o n, χ2 ( 2) = 
1 1. 4 3,  p  = . 0 0 3 . P ost -h o c a n al ys es i n v ol v e d p air wis e c o m p aris o ns usi n g z-t ests t o c o m p ar e 
pr o p orti o ns wit h B o nf err o ni c orr e cti o ns. T h e  pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n 
( 1 8/ 18 or 1 0 0 %) w h o us e d a r ef er e nt of 1 w as si g nifi c a ntl y gr e at er t h a n t h e pr o p orti o ns of 
st u d e nts i n b ot h t h e DI ( 1 0/ 1 9 or 5 2. 6 %) a n d t h e G E ( 1 2/ 2 0 or 6 0. 0 %) c o n diti o ns, p < . 0 5 . T h e 
pr o p orti o ns i n t h e l att er t w o gr o u ps di d n ot si g nifi c a ntl y diff er fr o m e a c h ot h er . 
Fl u e n c y  
St u d e nts’ fl u e n c y w as d et er mi n e d fr o m t h eir p erf or m a n c e o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k. O ut of t h e f ull s a m pl e of 6 5 st u d e nts, t h e d at a of fi v e p arti ci p a nts w er e e x cl u d e d 
f or t his t as k (N = 6 0) . T w o p arti ci p a nts ( b ot h i n t h e G E c o n diti o n) di d n ot s u c c essf ull y e n c o d e 
t h e p oll y as h a vi n g a r ef er e nt of 2 d uri n g t h e r e vi e w s essi o n o n D a y 3 t h at t o o k pl a c e b ef or e t h e 
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U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k. O n e p arti ci p a nt ( G E c o n diti o n) w as a bs e nt, a n d t w o 
p arti ci p a nts ( o n e fr o m t h e DI c o n di ti o n a n d o n e fr o m t h e G E c o n diti o n) wis h e d t o st o p t h e 
i nt er vi e w. 
T a bl e 1 1  s h o ws st u d e nts’ m e a n fl u e n c y s c or es a n d st a n d ar d d e vi ati o ns o n t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k f or e a c h gr o u p. Hi g h er s c or es r e pr es e nt a hi g h er l e v el of 
fl u e n c y, wit h a s c or e of 2 (t h e m a xi m u m p ossi bl e) i n di c ati n g t h at t h e st u d e nt assi g n e d a r ef er e nt 
ot h er t h a n 1 or 2 t o t h e m a ni p ul ati v es  o n all it e ms. A n i n d e p e n d e nt -s a m pl es t-t est w as c o n d u ct e d 
wit h m e a n fl u e n c y s c or es as t h e d e p e n d e nt v ari a bl e a n d c o n diti o n ( DI, G E) as t h e b et w e e n -
gr o u ps i n d e p e n d e nt v ari a bl e. B e c a us e  t h er e w as n o v ari a n c e i n p erf or m a n c e s c or es f or st u d e nts 
i n t h e c o ntr ol gr o u p, t his gr o u p w as e x cl u d e d fr o m t he  a n al ysis. R es ults  i n di c at e n o si g nifi c a nt 
gr o u p diff er e n c e, t( 3 8) = – 1 . 3 4, p = . 1 9 , ( 1 –  b ) = .2 6 . M y pr e di cti o n t h at c hil dr e n i n t h e G E 
c o n diti o n w o ul d o ut p erf or m c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n w as n ot s u p p ort e d.  
 
T a bl e 1 1  
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns of Fl u e n c y S c or es o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k a  
 M  S D  n  
Dir e ct I nstr u cti o n  . 2 5 . 5 4 1 9  
G ui d e d E x pl or ati o n  . 5 2 . 7 2 2 1  
C o ntr ol  . 0 0 . 0 0 2 0  
T ot al  . 2 6 . 5 6 6 0  
N ot e. Fl u e n c y s c or e w as t h e m e a n n u m b er of p oi nts a cr oss all f o ur it e ms.  
a M a x: 2, mi n: 0  
 
T w o o n e -s a m pl e t-t ests w er e t h e n c o n d u ct e d t o d et er mi n e if t h e s c or es o n t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k f or e a c h of t h e DI a n d G E c o n diti o ns w er e si g nifi c a ntl y 
diff er e nt fr o m 0 . A v al u e of 0 w o ul d r e pr es e nt o nl y assi g ni n g a r ef er e nt o f 1 t o t h e m a ni p ul ati v es 
f or all f o ur it e ms. T o mi ni mi z e t h e ris k of a T y p e I err or, a n al p h a of . 0 2 5 (. 0 5/ 2) w as us e d f or 
e a c h t-t est. As c a n b e s e e n fr o m t h e r es ults pr es e nt e d i n T a bl e 1 2 , fl u e n c y s c or es w er e 
si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m 0 f or st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n, b ut n ot f or st u d e nts i n t h e DI 
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T a bl e 1 2  
R es ults fr o m O n e -S a m pl e t-T ests f or M e a n Fl u e n c y S c or es o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er 
T as k f or t h e DI a n d G E C o n diti o ns  
C o n diti o n  n  t df  p  d  
Dir e ct i nstr u cti o n  1 9  2. 0 2  1 8  . 0 5 9 . 4 6 
G ui d e d e x pl or ati o n  2 1  3. 3 2  2 0  . 0 0 3 . 7 2 
  
R el ati o n b et w e e n F l e xi bilit y a n d F l u e n c y 
T o d et er mi n e t h e r el ati o n b et w e e n fl e xi bilit y a n d fl u e n c y, a P e ars o n’s c orr el ati o n w as 
c o n d u ct e d. T h er e  w as a st atisti c all y si g nifi c a nt, str o n g p ositi v e c orr el ati o n b et w e e n fl e xi bilit y 
a n d fl u e n c y s c or es, r( 5 8) = . 7 8, p < . 0 0 1 . St atisti c all y si g nifi c a nt, s tr o n g p ositi v e c orr el ati o ns 
b et w e e n fl e xi bilit y a n d fl u e n c y s c or es w er e als o f o u n d w h e n l o o ki n g at t h e ass o ci ati o ns wit hi n 
e a c h of t h e DI a n d G E c o n diti o ns, as c a n b e s e e n i n T a bl e 13 . 
 
T a bl e 1 3  
C orr el ati o ns B et w e e n Fl e xi bilit y a n d Fl u e n c y S c or es b y C o n diti o n a  
C o n diti o ns  r df  p  n  
DI c o n diti o n  . 7 5 1 7  < . 0 0 1  1 9  
G E c o n diti o n  . 7 7 1 9  < . 0 0 1  2 1  
a C orr el ati o ns c o ul d n ot b e c o m p ut e d f or t h e c o ntr ol c o n diti o n b e c a us e t h e fl u e n c y v ari a bl e w as 
c o nst a nt (i. e., 0).  
 
M a ni p ul ati v e Us e  
St u d e nts w er e c at e g ori z e d i nt o diff er e nt pr ofil es b as e d o n t h eir m a ni p ul ati v e us e d uri n g 
t h e C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as ks. First, pr ofil es w er e b as e d t h e n at ur e of 
t h eir p oll y us e d uri n g t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k b y c o di n g t h e s p e cifi c r ef er e nt(s) t h e y 
h a d us e d a cr oss all f o ur it e ms. N e xt, st u d e nts’ m a ni p ul ati v e us e d uri n g t h e U n c o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k w as e x a mi n e d : I w a nt e d t o s e e w h et h er t h er e w er e gr o u p diff er e n c es i n t h e n u m b er 
of diff er e nt m a ni p ul ati v es st u d e nts us e d t o s ol v e e a c h w or d pr o bl e m. I  als o c at e g ori z e d st u d e nts 
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P oll y U s e D uri n g t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k   
St u d e nts w er e c at e g ori z e d i nt o o n e of f o ur pr ofil es b as e d o n h o w t h e y a ns w er e d all f o ur 
it e ms of t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k. I w as i nt er est e d i n h o w t h e y vi e w e d t h e p olli es 
d uri n g t h e t as k r e g ar dl ess of w h e n t h eir r es p o ns es w er e pr o vi d e d (i. e., i nit i al a n d p ost-pr o m pt) . If 
st u d e nts us e d t h e p olli es o nl y wit h a r ef er e nt of 1 o n all f o ur it e ms, t h e y w er e cl assifi e d i n t h e 
“ R ef er e nt of 1 o nl y ” pr ofil e. If  t h e y us e d t h e p olli es o nl y wit h a r ef er e nt of 2 o n all f o ur it e ms, 
t h e y w er e pl a c e d  i n t h e “ R ef er e nt of 2 o nl y ” pr ofil e. If  t h e y h a d assi g n e d a r ef er e nt of 1 a n d  2 i n 
at l e ast o n e of t h eir r es p o ns es t o t h e f o ur it e ms, t h e y w er e pl a c e d  i n t h e “ T w o r ef er e nts ” pr ofil e. 
L astl y , if t h e y h a d assi g n e d o n e or m or e r ef er e nts, ot h er t h a n 1 or 2, t o t h e p olli es i n t h eir 
r es p o ns es t o at l e ast o n e of t h e f o ur it e ms, t h e y w er e pl a c e d  i n t h e “ Ot h er r ef er e nt ” pr ofil e. 
Fi g ur e 1 0  s h o ws t h e p er c e nt a g e of st u d e nts i n e a c h r es p o ns e pr ofil e b y c o n diti o n. First , 
n ot s ur prisi n gl y, m ost of t h e st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n ( 1 9/ 2 0 or 9 5. 0 %) w er e i n t h e 
R ef er e nt of 1 o nl y  pr ofil e. T h er e  w as a hi g h er pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e R ef er e nt of 1 o nl y  
pr ofil e i n t h e DI c o n diti o n ( 9/ 1 9 or 4 7. 4 %) c o m p ar e d t o t h e G E c o n diti o n ( 9/ 2 2 or 4 0. 9 %) . 
S e c o n d, s o m e st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 2/ 1 9 or 1 0. 5 %) w er e i n t h e R ef er e nt of 2 o nl y pr ofil e; 
n o st u d e nt w as cl assifi e d i n t his pr ofil e i n t h e ot h er t w o c o n diti o ns. A  t y pi c al r es p o ns e f or 
st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n w as t o att e m pt t o r e pr es e nt t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es as 2 a n d 
t h e n c o m e t o t h e c o n cl usi o n t h at it c o ul d n ot b e d o n e as n o n e of t h e q u a ntiti es i n t h e pr o bl e ms 
i n v ol v e d m ulti pl es of 2. T hir d, t h er e w as a sli g htl y gr e at er n u m b er of st u d e nts fr o m t h e G E 
c o n diti o n ( 7/ 2 2 or 3 1. 8 %) c o m p ar e d t o t h os e i n t h e DI c o n diti o n ( 5/ 1 9 or 2 6. 3 %) w h o w er e i n 
t h e T w o r ef er e nts pr ofil e. T h es e  st u d e nts, at o n e p oi nt or a n ot h er d uri n g t h e t as k, vi e w e d t h e 
p ol li es as h a vi n g a r ef er e nt of 1 a n d 2. T o ill ustr at e, o n e st u d e nt i n t his pr ofil e us e d o n e p oll y as 
1 a n d f o ur p olli es, e a c h w ort h 2, t o r e pr es e nt a t ot al q u a ntit y of 9 . Fi n all y, t h er e w er e cl os e t o 
t wi c e as m a n y st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( 6/ 2 2 or 2 7. 3 %) w h o w er e i n t h e Ot h er r ef er e nt 
pr ofil e c o m p ar e d t o st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 3/ 1 9 or 1 5. 8 %) a n d a b o ut fi v e ti m es as m a n y 
w h e n c o m p ar e d t o st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n ( 1/ 2 0 or 5. 0 %) . All st u d e nts i n t his pr ofil e 
assi g n e d at l e ast o n e r ef er e nt, ot h er t h a n 1 or 2, t o t h e p olli es o n at l e ast o n e it e m, a n d t h e 
r ef er e nts t o o k o n a v ari et y of v al u es, n a m el y 3, 4, 5, 9, 1 5, 1 9, or 3 0. F or e x a m pl e, t o r e pr es e nt a 
q u a ntit y of 1 5, o n e  c hil d i n t his c at e g or y us e d t hr e e p olli es, e a c h o n e h a vi n g a r ef er e nt of 5 . N o 
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Fi g u r e 1 0  
P er c e nt a g e of St u d e nts i n E a c h R es p o ns e Pr ofil e o n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k f or t h e 




T o d et er mi n e w h et h er t h er e w as a n ass o ci ati o n b et w e e n c o n diti o n a n d st u d e nts w h o us e d 
o nl y o n e or m or e t h a n o n e r ef er e nt, t h e pr ofil es d es cri b e d a b o v e w er e c oll a ps e d i nt o t w o t y p es of 
r es p o ns es: ( 1) o n e r ef er e nt o nl y (i. e., R ef er e nt of 1 o nl y a n d R ef er e nt of 2 o nl y pr ofil es), a n d ( 2) 
t w o or m or e r ef er e nts (i. e., T w o r ef er e nts a n d Ot h er r ef er e nt pr ofil es) . A c hi -s q u ar e t est of 
ass o ci ati o n w as c o n d u ct e d b et w e e n t y p e of r es p o ns es ( o n e r ef er e nt o nl y, t w o or m or e r ef er e nts) 
a n d c o n diti o n ( DI, G E, a n d c o ntr ol) . A ll e x p e ct e d c ell fr e q u e n ci es w er e gr e at er t h a n fi v e. T h er e 
w as a st atisti c all y si g nifi c a nt ass o ci ati o n b et w e e n t y p e of r es p o ns e a n d c o n diti o n, χ 2 ( 2) = 
1 3. 7 3,  p  = . 0 0 1 . P ost -h o c a n al ys es i n v ol v e d p air wis e c o m p aris o ns usi n g z-t ests t o c o m p ar e 
pr o p orti o ns wit h B o nf err o ni c orr e cti o ns. T h e  pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n 
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( 5. 0 %) w h o us e d t w o or m or e r ef er e nts w as si g nifi c a ntl y l o w er t h a n t h e pr o p orti o n of st u d e nts i n 
b ot h t h e DI ( 4 2. 1 %) a n d t h e G E ( 5 9. 1 %) c o n diti o ns, p < . 0 5 , r es p e cti v el y. T h e  pr o p orti o ns i n t h e 
l att er t w o gr o u ps di d n ot diff er si g nifi c a ntl y fr o m e a c h ot h er. 
T o f urt h er u n d erst a n d t h e diff er e nt t y p es of r es p o ns es st u d e nts g a v e w h e n t h e y w er e 
usi n g t w o or m or e r ef er e nts f or t h e p olli es, I n e xt e x a mi n e d t h e r es p o n s es of c hil dr e n i n t h e T w o 
r ef er e nts  a n d Ot h er r ef er e nt  pr ofil es t o g et h er. M or e s p e cifi c all y, I l o o k e d at t h e pr o p orti o n of 
pr o bl e ms ( o ut of t h e t ot al n u m b er of pr o bl e ms s ol v e d d uri n g t h e t as k) i n w hi c h c hil dr e n us e d t w o 
or m or e r ef er e nts –  t h at is, 1, 2, or ot h er –  o n o n e pr o bl e m . F or e x a m pl e, o n e c hil d us e d t h e 
p olli es wit h a r ef er e nt of 1 a n d 2 i n t h e s a m e att e m pt ; t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y of 3, s h e us e d t w o 
p olli es: o n e wit h a r ef er e nt of 1 a n d o n e wit h a r ef er e nt of 2 . I n a n ot h er e x a m pl e, o n e c hil d use d 
diff er e nt r ef er e nts i n s e p ar at e att e m pts  t o s ol v e t h e s a m e pr o bl e m; t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y of 5 
o n o n e att e m pt, h e us e d fi v e p olli es t h at e a c h h a d a r ef er e nt of 1, a n d o n a n ot h er att e m pt f or t h e 
s a m e pr o bl e m, h e us e d o n e p oll y t h at h a d a r ef er e nt of 5 . C hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n ( n = 1 3) 
us e d t w o or m or e r ef er e nts m or e oft e n t h a n c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n ( n = 8; 7 8. 2 % of t h e ti m e 
vs. 6 8. 8 %, r es p e cti v el y) .  
Pr o p orti o n s c or es w er e als o c al c ul at e d f or t h e pr o p orti o n of pr o bl e ms ( o ut of t h e t ot al 
n u m b er of pr o bl e ms att e m pt e d d uri n g t h e t as k) i n w hi c h c hil dr e n i n t h e Ot h er r ef er e nt  pr ofil e 
us e d a r ef er e nt ot h er t h a n 1 or 2 . C hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n a p p e ar e d t o us e r ef er e nts ot h er 
t h a n 1 or 2 f or t h e p olli es m or e oft e n t h a n st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n; t h e m e a n pr o p orti o n of 
st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( 6 9. 4 %, n = 6) w as al m ost o n e a n d a h alf ti m es as hi g h as t h at of 
st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 5 0. 0 %, n = 3) .   
M a ni p ul ati v e U s e D uri n g t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k   
C hil dr e n’s m a ni p ul ati v e us e d uri n g t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k w as e x a mi n e d . 
C hil dr e n c o ul d c h o os e v ari o us m a ni p ul ati v es (i. e., bl o c ks, b utt o ns, g e ms) t o s ol v e t h e w or d 
pr o bl e ms . F or e a c h of t h e f o ur w or d pr o bl e ms, a s c or e w as assi g n e d fr o m 1 t o 3 t o r efl e ct t h e 
n u m b er of diff er e nt t y p es of m a ni p ul ati v es t h e y h a d us e d . F or e x a m pl e, a s c or e of 2 w o ul d m e a n 
t h at t h e c hil d h a d us e d t w o diff er e nt t y p es of m a ni p ul ati v es ( e. g., b utt o ns a n d g e ms) t o s ol v e t h e 
pr o b l e m. A m e a n s c or e w as t h e n c al c ul at e d f or e a c h c hil d . T h er e w er e n o gr o u p diff er e n c es i n 
t h e n u m b er of diff er e nt m a ni p ul ati v es c hil dr e n us e d t o s ol v e t h e w or d pr o bl e ms, F ( 2, 5 9) = . 0 8, p 
= . 9 2, h p 2  = . 0 0 3 , ( 1 –  b ) = . 0 6. C hil dr e n (i n t h e w h ol e s a m pl e) us e d a n a v er a g e of 1. 6 3 
m a ni p ul ati v es ( S D = . 6 3).  
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St u d e nts w er e c at e g ori z e d i nt o o n e of t hr e e pr ofil es b as e d o n h o w t h e y a ns w er e d all f o ur 
it e ms of t h e U n c o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k . I w as i nt er est e d i n h o w t h e y vi e w e d t h e 
m a ni p ul ati v es d uri n g t h e t as k r e g ar dl ess of w h e n t h eir r es p o ns es w er e pr o vi d e d (i. e., i niti al a n d 
p ost -pr o m pt) . If st u d e nts o nl y us e d t h e s a m e or diff er e nt m a ni p ul ati v es wit h a r ef er e nt of 1 o n all 
f o ur it e ms, t h e y w er e cl assifi e d i n t h e “ R ef er e nt of 1 o nl y ” pr ofil e. If t h e y h a d assi g n e d a r ef er e nt 
of 2 t o eit h er t h e s a m e or diff er e nt m a ni p ul ati v es at l e ast o n c e i n t h eir r es p o ns es t o t h e f o ur 
it e ms, t h e y w er e cl assifi e d i n t h e “ R ef er e nt of 2 ” pr ofil e. L astl y, if t h e y h a d assi g n e d o n e or m or e 
r ef er e nts ot h er t h a n 1 or 2 t o t h e s a me or diff er e nt m a ni p ul ati v es at l e ast o n c e i n t h eir r es p o ns es 
t o t h e f o ur it e ms, t h e y w er e cl assifi e d i n t h e “ Ot h er r ef er e nt ” pr ofil e.  
Fi g ur e 1 1  s h o ws t h e p er c e nt a g e of st u d e nts i n e a c h r es p o ns e pr ofil e f or e a c h o n e of t h e 
t hr e e c o n diti o ns. First, n ot s ur prisi n gl y, all of t h e st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e i n t h e 
R ef er e nt of 1 o nl y  pr ofil e . T h er e w as a hi g h er pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e R ef er e nt of 1 o nl y  
pr ofil e i n t h e DI c o n diti o n ( 1 5/ 1 9 or 7 8. 9 %) c o m p ar e d t o t h e G E c o n diti o n ( 1 1/ 2 1 or 5 2. 4 %) . 
N e xt, t h er e w er e a b o ut fi v e ti m es as m a n y st u d e nts fr o m t h e G E c o n diti o n ( 5/ 2 1 or 2 3. 8 %) 
c o m p ar e d t o t h os e i n t h e DI c o n diti o n ( 1/ 1 9 or 5. 3 %) w h o w er e i n t h e R ef er e nt of 2 pr ofil e . 
T h es e st u d e nts, at o n e p oi nt or a n ot h er d uri n g t h e t as k, vi e w e d t h e m a ni p ul ati v es as h a vi n g a 
r ef er e nt of 2 at l e ast o n c e a cr oss t h e f o ur it e ms. Fi n all y, t h er e w er e o n e a n d a h alf ti m es as m a n y 
st u d e nts i n t h e G E c o n diti o n ( 5/ 2 1 or 2 3. 8 %) w h o w er e i n t h e Ot h er r ef er e nt pr ofil e c o m p ar e d t o 
st u d e nts i n t h e DI c o n diti o n ( 3/ 1 9 or 1 5. 8 %) . All st u d e nts i n t his pr ofil e assi g n e d m or e t h a n o n e 
r ef er e nt t o t h e s a m e or diff er e nt m a ni p ul ati v es at l e ast o n c e a cr oss t h e f o ur it e ms, a n d t h e 
r ef er e nts t h at w er e diff er e nt fr o m 1 or 2 t o o k o n a v ari et y of v al u es, n a m el y 1. 5, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 
1 3, or 1 5 . F or e x a m pl e, t o r e pr es e nt a q u a ntit y of 9, o n e c hil d i n t his c at e g or y us e d t w o g e ms, 
e a c h o n e wit h a r ef er e nt of 4 , o n e b utt o n wit h a r ef er e nt of 1 , a n d t hr e e bl o c k s, e a c h o n e wit h a 
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Fi g u r e 1 1   
P er c e nt a g e of St u d e nts i n E a c h R es p o ns e Pr ofil e o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k f or 




A c c u r a c y  
A n a n al ysis wit h att e m pt as t h e u nit of a n al ysis  (i. e., all w or d-pr o bl e m -s ol vi n g att e m pts 
a cr oss all p arti ci p a nts) w as c o n d u ct e d t o d et er mi n e h o w i nstr u cti o n al c o n diti o n a n d t y p e of 
r ef er e nt i nfl u e n c e d w or d-pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y  f or b ot h t h e C o nstr ai n e d a n d U n c o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er t as ks, s e p ar at el y . A c c ur a c y w as d et er mi n e d b y t a ki n g t h e fi n al a ns w er a n d us e of 
t h e m a ni p ul ati v es i nt o a c c o u nt. I n c orr e ct fi n al a ns w ers b e c a us e of c o u nti n g err ors w er e c o u nt e d 
as c orr e ct . T h er e w er e s o m e c as es w h er e c hil dr e n c h a n g e d t h e q u a ntiti es i n v ol v e d i n t h e w orl d 
p r o bl e m ( e. g., usi n g 2 t o y c ars a n d 3 b o x es f or Pr o bl e m C; s e e T a bl e 1) a n d att e m pt e d t o s ol v e 
t h eir v ersi o n of t h e pr o bl e m; t h es e att e m pts w er e r e m o v e d fr o m t h e a n al ys es. B e c a us e c hil dr e n 
w er e i n vit e d t o pr o vi d e m or e t h a n o n e a ns w er t o t h e w or d pr o bl e ms, i t w as n ot p ossi bl e t o ass ess 
7 8. 9
5 2. 4
1 0 0. 0
5. 3
2 3. 8
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C o n diti o n
Ot h er r ef er e nt
R ef er e nt of 2
R ef er e nt of 1 o nl y
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a c c ur a c y at t h e st u d e nt l e v el of a n al ysis, w hi c h is w h y t h e f oll o wi n g a n al ys es w er e m a d e usi n g 
att e m pt as t h e u nit of a n al ysis.   
C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k   
I e x a mi n e d c hil dr e n’s w or d-pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y o n e a c h pr o bl e m -s ol vi n g att e m pt 
i n t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k as a f u n cti o n of c o n diti o n a n d r ef er e nt . T a ki n g i nt o a c c o u nt 
all t h e pr o bl e m -s ol vi n g att e m pts m a d e b y c hil dr e n i n all t hr e e c o n diti o ns, t h er e w er e 2 9 9 disti n ct 
att e m pts m a d e o n t h e f o ur it e ms 3 : 8 2 o n pr o bl e m C, 7 1 o n pr o bl e m D, 7 4 o n pr o bl e m E, a n d 7 2 
o n pr o bl e m F (s e e T a bl e 1) . St u d e nts i n t h e DI c o n diti o n m a d e a t ot al of 1 0 0 att e m pts, st u d e nts 
i n t h e G E c o n diti o n m a d e a t ot al of 1 1 6 att e m pts, a n d st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n m a d e a 
t ot al of 8 3 att e m pts.  
F or e a c h att e m pt, I d et er mi n e d t h e r ef er e nt t h at w as us e d b y t h e st u d e nt f or t h e p olli es: 
r ef er e nt of 1 o nl y, r ef er e nt of 2 o nl y, r ef er e nts of 1 a n d 2, a n d ot h er c o m bi n ati o ns of r ef er e nts . I 
o p er ati o n ali z e d a c c ur a c y as t h e a bilit y t o o bt ai n  t h e c orr e ct a ns w er a n d a p pr o pri at el y r e pr es e nt 
all t h e q u a ntiti es i n t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es, r e g ar dl ess of r ef er e nt.  R es p o ns es fr o m st u d e nts 
fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e e x cl u d e d fr o m t h e a n al ysis b e c a us e t h e y us e d a r ef er e nt of 1 
o nl y i n n e arl y all of t h eir att e m pts ( 8 0/ 8 3 or 9 6. 4 %) .  
T a bl e 1 4  pr es e nts t h e  m e a ns a n d st a n d ar d d e vi ati o ns  f or p erf or m a n c e o n t h e C o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er t as k . A 2 x 4 A N O V A w as c o n d u ct e d t o e x a mi n e t h e eff e cts of c o n diti o n ( DI, G E) 
a n d r ef er e nt (r ef er e nt of 1 o nl y, r e f er e nt of 2 o nl y, r ef er e nts of 1 a n d 2, ot h er c o m bi n ati o n of 
r ef er e nts) o n w or d-pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y . T h er e w as a si g nifi c a nt m ai n eff e ct of c o n diti o n, 
F ( 1, 2 0 8) = 1 8. 3 3, p < . 0 0 1, h p 2  = . 0 8 , ( 1 –  b ) = . 9 9, a si g nifi c a nt m ai n eff e ct of r ef er e nt t y p e, 
F ( 3, 2 0 8) = 3 6. 3 9, p  < . 0 0 1, h p 2  = . 3 4 , ( 1 –  b ) = 1. 0 0, a n d a si g nifi c a nt c o n diti o n b y r ef er e nt 
i nt er a cti o n (s e e Fi g ur e 12 ), F ( 3, 2 0 8) = 5. 1 0, p = . 0 0 2, h p 2  = . 0 7 , ( 1 –  b ) = . 9 2. Si m pl e eff e ct 
a n al ys es r e v e al e d t h at it e ms s ol v e d b y c hil dr e n i n t h e G E c o n diti o n w er e m or e a c c ur at e t h a n 
it e ms s ol v e d b y c hil dr e n i n t h e DI c o n diti o n w h e n r ef er e nts of 2 o nl y w er e us e d, t( 3 7) = 2. 2 0, p 




3  Aft er t h eir i niti al r es p o ns es, t h e i nt er vi e w er pr o m pt e d t h e c hil dr e n t o “s ol v e t h e pr o bl e m i n a diff er e nt w a y. ” 
S o m eti m es st u d e nts off er e d m or e t h a n o n e a d diti o n al w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m, a n d s o m eti m es t h e y w er e n ot a bl e t o 
pr o vi d e a n a d diti o n al r es p o ns e, w hi c h is w h y t h e t ot al n u m b er of att e m pts d o es n ot c orr es p o n d t o t h e n u m b er of 
p arti ci p a nts x t h e n u m b er of it e ms x t h e n u m b er of att e m pts (i. e., 6 1 x 4 x 2).  
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T a bl e 1 4  
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns of A c c ur a c y S c or es a  b y R ef er e nt a n d C o n diti o n f or t h e 
C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
R ef er e nt(s)  C o n diti o n  M  S D  n  
1 o nl y  DI  . 7 9 . 4 1 5 6  
 G E  . 8 9 . 3 4 6 9  
2 o nl y  DI  . 0 4 . 2 0 2 6  
 G E  . 3 1 . 4 8 1 3  
1 a n d 2  DI  . 8 9 . 3 3   9  
 G E  . 9 3 . 2 6 1 5  
Ot h er  DI  . 1 1 . 3 3   9  
 G E  . 7 9 . 4 2 1 9  
a M a x: 1, mi n: 0  
 
C hil dr e n s h o w e d v ar yi n g l e v els of a c c ur a c y w h e n usi n g t h e p oll y wit h a r ef er e nt of 2 
o nl y. C o nsi d er t h e pr o bl e m of ni n e c u p c a k es i n e a c h of t w o b o x es ( Pr o bl e m D). O n e c hil d 
s u c c essf ull y us e d 9 p olli es t o r e pr es e nt 1 8 c u p c a k es b y c o nstr u cti n g 9 gr o u ps of 2. A n ot h er c hil d 
pl a c e d 4 p olli es (i. e., 8 c u p c a k es) i n e a c h b o x a n d o n e p oll y a cr oss b ot h b o x es. As a n e x a m pl e of 
a n u ns u c c essf ul att e m pt w h e n us i n g t h e p olli es as 2, o n e c hil d i n t h e DI c o n diti o n di d n ot 
s u c c essf ull y us e t h e m t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y 9. Aft er p utti n g d o w n f o ur p olli es, s h e s ai d, “If I 
p ut o n e m or e, it will b e 1 0 a n d t h at’s t o o m u c h. I d o n’t k n o w h o w t o d o it. ” R ef er e nt us e ot h er 
t h a n 1 or 2 als o r es ult e d i n v ar yi n g l e v els of p erf or m a n c e. F or e x a m pl e, a c hil d i n t h e DI 
c o n diti o n, f or t h e pr o bl e m i n v ol vi n g fi v e s hirts i n e a c h of t hr e e dr a w ers ( Pr o bl e m E), us e d a 
r ef er e nt of 3 t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y 5, w hi c h di d n ot p er mit t h e c orr e ct a ns w er. I n c o ntr ast, a 
c hil d i n t h e G E c o n diti o n c h os e t o us e a r ef er e nt of 5 f or t h e p olli es t o r e pr es e nt t h e q u a ntit y 5 
a n d t h us w as a bl e t o s u c c essf ull y s ol v e t h e pr o bl e m.   
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Fi g u r e 1 2  
C o n diti o n b y R ef er e nt I nt er a cti o n f or t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k    
I e x a mi n e d c hil dr e n’s w or d-pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y o n e a c h pr o bl e m -s ol vi n g att e m pt 
i n t h e U n c o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k as a f u n cti o n of c o n diti o n a n d r ef er e nt us e d . T a ki n g i nt o 
a c c o u nt all t h e pr o bl e m -s ol vi n g att e m pts m a d e b y c hil dr e n i n all t hr e e c o n diti o ns, t h er e w er e 2 7 6 
att e m pts m a d e o n t h e f o ur it e ms 4 : 7 0 o n pr o bl e m G, 7 2 o n pr o bl e m H, 6 7 o n pr o bl e m I, a n d 6 7 
o n pr o bl e m J (s e e T a bl e 1) . St u d e nts i n t h e DI c o n diti o n m a d e a t ot al of 8 8 att e m pts, st u d e nts i n 
t h e G E c o n diti o n m a d e a t ot al of 1 1 3 att e m pts, a n d st u d e nts i n t h e c o ntr ol c o n diti o n m a d e a t ot al 
of 7 5 att e m pts.  
 
 
4  Aft er t h eir i niti al r es p o ns es, t h e i nt er vi e w er pr o m pt e d t h e c hil dr e n t o “s ol v e t h e pr o bl e m i n a diff er e nt w a y. ” 
S o m eti m es st u d e n ts off er e d m or e t h a n o n e a d diti o n al w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m, a n d s o m eti m es t h e y w er e n ot a bl e t o 
pr o vi d e a n a d diti o n al r es p o ns e, w hi c h is w h y t h e t ot al n u m b er of att e m pts d o es n ot c orr es p o n d t o t h e n u m b er of 
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F or e a c h att e m pt, I d et er mi n e d t h e r ef er e nt us e d b y t h e st u d e nt f or t h e m a ni p ul ati v es: 
r ef er e nt of 1 o nl y, r ef er e nt of 2 ( o nl y or i n c o m bi n ati o n wit h a r ef er e nt of 1), a n d ot h er r ef er e nts 
(r ef er e nts ot h er t h a n 1 or 2 o nl y). I o p er ati o n ali z e d a c c ur a c y as t h e a bilit y t o o bt ai n t h e c orr e ct 
a ns w er a n d a p pr o pri at el y r e pr es e nt all t h e q u a ntiti es i n t h e pr o bl e m wit h t h e m a ni p ul ati v es, 
r e g ar dl ess of r ef er e nt. R es p o ns es fr o m st u d e nts fr o m t h e c o ntr ol c o n diti o n w er e e x cl u d e d fr o m 
t his a n al ysis b e c a us e t h e y us e d a r ef er e nt of 1 o nl y f or all of t h eir att e m pts.  
T a bl e 1 5  pr es e nts t h e m e a ns a n d st a n d ar d d e vi ati o ns f or p erf or m a n c e o n t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k . A 2 x 3 A N O V A w as c o n d u ct e d t o e x a mi n e t h e eff e cts of 
c o n diti o n ( DI, G E) a n d r ef er e nt t y p e (r ef er e nt of 1 o nl y, r ef er e nt of 2, ot h er r ef er e nts) o n 
pr o bl e m -sol vi n g a c c ur a c y . T h er e w as a si g nifi c a nt m ai n eff e ct of r ef er e nt t y p e o nl y, F ( 2, 1 9 5) = 
7. 1 3, p = . 0 0 1, h p 2  = . 0 7 , ( 1 –  b ) = . 9 3. P air wis e c o m p aris o ns usi n g B o nf err o ni c orr e cti o ns 
r e v e al e d t h at w h e n c hil dr e n us e d a r ef er e nt of 2 (M = . 6 5, S D = . 4 9, n = 2 6), t h e y w er e 
si g nifi c a ntl y l ess a c c ur at e t h a n w h e n t h e y us e d a r ef er e nt of 1 o nl y ( M = . 9 1, S D = . 2 9, n = 1 5 2, 
t( 1 7 6) = 3. 5 0, p = . 0 0 2, d = 1. 7 6 ). 
 
T a bl e 1 5  
M e a ns a n d St a n d ar d D e vi ati o ns of A c c ur a c y S c or es a  b y R ef er e nt a n d C o n diti o n f or t h e 
U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er T as k  
R ef er e nt(s)  C o n diti o n  M  S D  n  
1 o nl y  DI  . 8 8 . 3 3 7 3  
 G E  . 9 4 . 2 5 7 9  
2  DI  . 6 7 . 5 0   9  
 G E  . 6 5 . 4 9 1 7  
Ot h er  DI  . 6 7 . 5 2   6  
 G E  . 7 6 . 4 4 1 7  
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C h a pt e r 5: Dis c ussi o n  
 
T h e pr es e nt st u d y ai m e d t o i d e ntif y t h e c osts a n d b e n efits of dir e ctl y t elli n g st u d e nts t h e 
q u a ntit ati v e r ef er e nts f or m a ni p ul ati v es c o m p ar e d t o all o wi n g t h e m t o c o nstr u ct m e a ni n g f or t h e 
m a ni p ul ati v es i n a m or e e x pl or at or y l e ar ni n g e n vir o n m e nt . First gr a d ers w er e i ntr o d u c e d t o 
p olli es, w hi c h w er e n o v el m a ni p ul ati v es, a n d t h e y w er e as k e d t o p erf or m diff er e nt t as ks usi n g 
t h e p olli es i n l e ar ni n g, n e ar-tr a nsf er, a n d f ar-tr a nsf er c o nt e xts. P arti ci p a nts w er e r a n d o ml y 
assi g n e d t o o n e of t h r e e i nstr u cti o n al c o n diti o ns: ( a) dir e ct i nstr u cti o n, ( b) g ui d e d e x pl or ati o n, 
a n d ( c ) c o ntr ol, a n d t h e w a y i n w hi c h t h e y w er e i ntr o d u c e d t o t h e p olli es v ari e d b as e d o n 
c o n diti o n. T h e i nfl u e n c e of t h e diff er e nt i nstr u cti o n al c o n diti o ns o n c hil dr e n’s l e ar ni n g, n e ar -
tr a nsf er a biliti es, r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y (i. e., s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y), a n d 
a c c ur a c y w as e x a mi n e d. T h e r es ults u n c o v er e d l e ar ni n g c o nt e xts i n w hi c h dir e ct i nstr u cti o n w as 
b e n efi ci al c o m p ar e d t o g ui d e d e x pl or ati o n a n d t h os e i n w hi c h dir e ct i nstr u cti o n w as n ot as 
eff e cti v e c o m p ar e d t o g ui d e d e x pl or ati o n. T h es e r es ults will b e e x pl ai n e d i n t h e f oll o wi n g 
s e cti o ns.  
B e n efits of Di r e ct I nst r u cti o n  
T h er e is still a n o n g oi n g d e b at e i n t h e e d u c ati o n al r es e ar c h w orl d as t o w hi c h 
i nstr u cti o n al ap pr o a c h es ar e m ost b e n efi ci al f or l e ar ni n g (s e e L e e & A n d ers o n, 2 0 1 3). T h e 
c o nt e nti o n t h at dir e ct i nstr u cti o n l e a ds t o s u p eri or o ut c o m es w h e n c o m p ar e d t o u n assist e d or 
mi ni m all y -g ui d e d dis c o v er y m et h o ds is w ell s u p p ort e d i n t h e lit er at ur e (s e e Alfi eri et a l., 2 0 1 1; 
B ar o o d y et al., 2 0 1 5; Kl a hr & Ni g a m, 2 0 0 4; R os e ns hi n e, 2 0 0 9). S o m e r es e ar c h ers w h o h a v e 
st u di e d i nstr u cti o n wit h m a ni p ul ati v es i n t h e fi el ds of m at h e m ati cs a n d r e a di n g h a v e als o 
r e p ort e d a n a d v a nt a g e of e x pli cit i nstr u cti o n al m et h o ds o n st u d e nts’ r et e nti o n a n d ot h er pr o bl e m-
s ol vi n g o ut c o m es ( C ar b o n n e a u et al., 2 0 1 3; C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5). T h e pr es e nt st u d y’s 
fi n di n g t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n  w er e b ett er t h a n c hil dr e n w h o 
l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n at r e pr o d u ci n g w h at t h e y h a d l e ar n e d d uri n g i nstr u cti o n 
ali g ns wit h t his li n e of r es e ar c h; c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n  l e ar n e d m or e q ui c kl y 
h o w t o r e pr es e nt e v e n q u a ntiti es of c u b es wit h p olli es r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 2. D uri n g t h e 
i nstr u cti o n al s essi o n, c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  w er e e n g a g e d i n w h at 
s o m e h a v e d es cri b e d as e n h a n c e d -dis c o v er y t as ks, w hi c h i n cl u d e t e c h ni q u es s u c h as f e e d b a c k, 
s c aff ol di n g, g ui d e d dis c o v er y, a n d eli cit e d s elf -e x pl a n ati o ns ( Alfi eri et al., 2 0 1 1). I n o n e of t h e 
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m et a -a n al ys es t h e y r e p ort i n t h eir arti cl e, Alfi eri et al. ( 2 0 1 1) f o u n d t h at l e ar n ers w h o w er e 
e n g a g e d i n s u c h e n h a n c e d -dis c o v er y t as ks s e e m e d t o t a k e m or e ti m e t o p erf or m t ar g et r es p o ns es, 
w hi c h is i n li n e wit h w h at I f o u n d i n t h e pr es e nt st u d y. R el at e dl y, I f o u n d t h at c hil dr e n w h o 
l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n n e cessit at e d, o n a v er a g e, f e w er it e ms b ef or e t h e y s a w t h e 
p olli es as h a vi n g a r ef er e nt of 2 c o m p ar e d t o t h e c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n . T his fi n di n g is si mil ar t o r es ults r e p ort e d i n t h e s e c o n d m et a -a n al ysis d es cri b e d  i n 
Alfi eri et al.’s  arti cl e t h at c o m p ar e d t h e eff e cts of e x pli cit-i nstr u cti o n al t as ks t o u n assist e d 
dis c o v er y l e ar ni n g c o n diti o ns. T h e a ut h ors f o u n d t h at e x pli cit i nstr u cti o n l e d t o gr e at er 
p erf or m a n c e o n m e as ur es ass essi n g l e ar ni n g a c q uisiti o n ( w hi c h i n cl u d e d m e as ur e m e nts of  
l e ar ni n g a n d of s u c c ess es a n d err ors d uri n g t h e l e ar ni n g p h as e).  
It a p p e ars, t h e n, t h at w h e n c hil dr e n n e e d e d t o us e t h e p olli es i n a s p e cifi c w a y, dir e ct 
i nstr u cti o n w as m or e eff e cti v e t h a n g ui d e d e x pl or ati o n. I nstr u cti o n al c o n diti o ns t h at i n v ol v e a 
hi g h  l e v el of g ui d a n c e or i n w hi c h t h e l e ar ni n g e n vir o n m e nt is hi g hl y str u ct ur e d h a v e b e e n f o u n d 
t o b e b e n efi ci al w h e n t h e o bj e cti v e is t o c o m pl et e w ell-k n o w n t as ks q ui c kl y ( M arti n, 2 0 0 9). 
T a ki n g t h es e e x pl a n ati o ns i nt o c o nsi d er ati o n, it s h o ul d n ot b e t o o s ur p risi n g t h at c hil dr e n w h o 
l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n n e e d e d l o n g er (i n t er ms of a m o u nt of ti m e a n d n u m b er of 
it e ms) t o e n c o d e t h e t ar g et r ef er e nt. T h e y s p e nt m or e ti m e i nt er a cti n g wit h t h e o bj e cts i n w a ys 
t h at d e vi at e d fr o m t h e l e ar ni n g o bj e cti v e b ec a us e t h e y di d n ot h a v e, at l e ast i niti all y, a n y 
str u ct ur e t o g ui d e t h eir a cti o ns wit h t h e p olli es ( A dri e n et al., 2 0 1 9; Br o w n et al., 2 0 0 9). W h e n 
c hil dr e n l e ar n t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n, i n c o ntr ast, t h e y ar e l ess li k el y t o p erf or m irr el e v a nt 
a cti o ns wi t h t h e o bj e cts b e c a us e t h e t e a c h er c a n f o c us t h e l e ar n er’s att e nti o n o n t h e us ef ul 
as p e cts a n d i nt er pr et ati o ns of w h at is t o b e l e ar n e d ( B o n a wit z et al., 2 0 1 1; S w ell er et al., 2 0 0 7). 
Dis c o v er y -b as e d a p pr o a c h es ar e als o s ai d t o b e d e m a n di n g i n t er ms of m e m o r y a n d c o g niti v e 
r es o ur c es, a n d s o dir e ct i nstr u cti o n mi g ht b e a l ess t a xi n g pr o c ess f or l e ar n ers, all o wi n g t h e m t o 
f o c us o n r et e nti o n ( Kl a hr, 2 0 0 9; Rittl e-J o h ns o n, 2 0 0 6; S w ell er, 1 9 8 8). T o g et h er, t h es e r e as o ns 
c o ul d e x pl ai n w h y c hil dr e n i n t his st u d y w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n w er e a bl e t o us e 
t h e p olli es i n t h e pr es cri b e d w a y m or e effi ci e ntl y t h a n st u d e nts w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n.  
O n t h e N e ar -Tr a nsf er t as k, c hil dr e n h a d t o us e t h e p olli es i n t h e w a y t h e y h a d l e ar n e d 
d uri n g i nst r u cti o n (i. e., wit h a r ef er e nt of 2) t o s ol v e m ulti pli c ati o n w or d pr o bl e ms. R es ults fr o m 
i nf er e nti al st atisti c al a n al ys es di d n ot r e v e al a n y si g nifi c a nt diff er e n c es b et w e e n c hil dr e n w h o 
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r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n a n d t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n. I n t h eir i niti al a n d 
p ost -pr o m pt r es p o ns es, c hil dr e n i n b ot h c o n diti o ns us e d a r ef er e nt of 2 f or t h e p olli es 
si g nifi c a ntl y m or e t h a n ot h er r ef er e nts. T h us, m y pr e di cti o n t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h 
dir e ct i nstr u cti o n  w o ul d o ut p erf or m t h os e w ho l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  o n t h e N e ar -
Tr a nsf er t as k w as n ot c o nfir m e d st atisti c all y, alt h o u g h d es cri pti v e r es ults w er e i n t h e e x p e ct e d 
dir e cti o n. A d es cri pti v e a n al ysis of c hil dr e n’s i niti al r es p o ns es s h o w e d t h at t h os e w h o r e c ei v e d 
dir e ct i nstr u cti o n  a ns w er e d i n w a ys t h at w er e m or e ali g n e d wit h h o w t h e y h a d b e e n i nstr u ct e d t o 
us e t h e p olli es c o m p ar e d t o t h e i niti al r es p o ns es pr o vi d e d b y t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n . M or e o v er, c hil dr e n i n b ot h c o n diti o ns us e d t h e p olli es wit h a r efer e nt of 2 m or e 
oft e n aft er  t h e y h a d r e c ei v e d a pr o m pt fr o m t h e i nt er vi e w er ( e. g., “ C a n y o u s h o w m e a diff er e nt 
w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m ? ” ) c o m p ar e d t o t h e r es p o ns es t h e y h a d gi v e n b ef or e t h e pr o m pt. N o 
att e m pt b y c o n diti o n i nt er a cti o n w as f o u n d, w hi c h a g a i n s h o ws t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d 
t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n a n d t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n di d n ot diff er 
si g nifi c a ntl y i n t h eir n e ar -tr a nsf er a biliti es.  
R es ults  fr o m pri or r es e ar c h t h at h a d f o u n d p ositi v e l e ar ni n g o ut c o m es ass o ci at e d wit h 
dir e ct i nstr u cti o n ( e. g., Alfi eri et al., 2 0 1 1; C ar b o n n e a u & M arl e y, 2 0 1 5) h a d l e d m e t o pr e di ct a n 
a d v a nt a g e f or c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n o n l e ar ni n g a n d  n e ar -tr a nsf er t as ks 
c o m p ar e d t o c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n. T h er e ar e ot h er st u di es, h o w e v er, 
t h at, j ust li k e t h e r es ults fr o m t h e pr es e nt st u d y, di d n ot r e p ort diff er e n c es b et w e e n dir e ct a n d 
m or e e x pl or at or y i nstr u cti o n. H us h m a n a n d M arl e y ( 2 0 1 5), f or e x a m pl e, di d n ot fi n d si g nifi c a nt 
diff er e n c es o n a m ulti pl e -c h oi c e ass ess m e nt of c u e d r e c all, a p pli c ati o n, a n d e v al u ati o n of 
k n o wl e d g e b et w e e n dir e ct a n d g ui d e d i nstr u cti o n al c o n diti o ns i n t h eir i n v esti g ati o n of 9 - a n d 1 0 -
y e ar -ol d c hil dr e n’s l e ar ni n g of “ c o ntr ol of v ari a bl e str at e gi es ” ( C V S; w hi c h is us e d i n s ci e n c e). 
T h e a ut h ors f o u n d it c h all e n gi n g t o e x pl ai n t h es e r es ults b e c a us e ot h er st u di es o n t h e l e ar ni n g of 
C V S h a d us e d ot h er m et h o ds ( e. g., i nt er vi e ws) or h a d us e d diff er e nt  o ut c o m e v ari a bl es . 
H us h m a n a n d M arl e y als o q u esti o n e d t h e v ali dit y of s o m e as p e cts of t h eir m ulti pl e -c h oi c e 
ass ess m e nt.  
T h e i nstr u cti o n al c o n diti o ns us e d b y S c h w art z et al. ( 2 0 1 1) i n t h eir st u d y o n a d ol es c e nts’ 
l e ar ni n g of p h ysi cs c o n c e pts a n d f or m ul as ar e si mil ar t o t h e o n es us e d i n t h e c urr e nt st u d y. T h e y 
c o m p ar e d t h e eff e cts of a “t ell -a n d -pr a cti c e ” c o n diti o n ( a ki n t o m y dir e ct i nstr u cti o n  c o n diti o n), 
i n w hi c h st u d e nts w er e t ol d t h e r el e v a nt c o n c e pts a n d f or m ul as b ef or e a ns w eri n g pr a cti c e 
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q u esti o ns, t o t h os e of a n “i n v e nt -wit h -c o ntr asti n g -c as es (I C C) ” c o n diti o n, i n w hi c h c hil dr e n 
i n v e nt e d t h eir o w n f or m ul as b ef or e b ei n g t ol d t h e c o n c e pts a n d “r e al ” f or m ul as. T h e I C C 
c o n diti o n b e ars si mil ariti es wit h m y g ui d e d e x pl or ati o n c o n diti o n i n t h at i n b ot h c as es, 
p arti c i p a nts w er e as k e d t o e x pl or e or i n v e nt (r e pr es e nt ati o ns, i n t h e c as e of t h e pr es e nt st u d y, or 
f or m ul as, i n t h e c as e of S c h w art z et al.’s st u d y) i n d e p e n d e ntl y b ef or e r e c ei vi n g a n y t y p e of 
i nstr u cti o n. S c h w art z et al. f o u n d t h at alt h o u g h st u d e nts i n t h e I C C c o n diti o n d e v el o p e d d e e p er 
c o n c e pt u al u n d erst a n di n g t h at h el p e d t h e m wit h tr a nsf er t as ks, b ot h gr o u ps s h o w e d c o m p ar a bl e 
pr ofi ci e n c y at usi n g t h e f or m ul as t h e y h a d l e ar n e d w h e n s ol vi n g w or d pr o bl e ms. B ot h 
i nstr u cti o n al c o n diti o ns, t h e n, h el p e d c hil dr e n dir ectl y a p pl y w h at t h e y h a d l e ar n e d, b ut o nl y t h e 
I C C c o n diti o n l e d t o p ositi v e o ut c o m es o n tr a nsf er t as ks. T his fi n di n g r efl e cts t h e r es ults fr o m 
m y st u d y, i n t h at c hil dr e n  w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n  a n d t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n  p erf or m e d si mil arl y o n t h e N e ar -Tr a nsf er t as k, w hi c h w as a t as k t h at r e q uir e d t h e m 
t o us e t h e p olli es i n t h e s a m e m a n n er as t h e y h a d b e e n t a u g ht (i. e., wit h a r ef er e nt of 2). 
I n a m or e s p e cifi c c o nt e xt of m at h e m ati cs l e ar ni n g wit h m a ni p ul ati v es, H or a n a n d C arr 
( 2 0 1 8 b) e x a mi n e d t h e eff e cts of ti mi n g a n d l e v el of g ui d a n c e o n ki n d er g art e n ers’ l e ar ni n g of 
c o u nti n g wit h m a ni p ul ati v es. C hil dr e n i n all f o ur of t h eir g ui d a n c e i nstr u cti o n al c o n diti o ns us e d 
t e n b o ar ds wit h w hi c h t h e y h a d t o “ m a k e ” t h e n u m b ers o n e t hr o u g h t e n b y usi n g p e n ni es a n d 
ni c k el stri ps. T h e l e v el of g ui d a n c e c hil dr e n r e c ei v e d v ari e d a c c or di n g t o t h e t e a c h er’s q u esti o ns 
a n d f e e d b a c k. I n t h e hi g h g ui d a n c e c o n diti o n, t h e t e a c h er as k e d q u esti o ns a n d pr o vi d e d el a b or at e 
f e e d b a c k wit h t h e o bj e cti v e t o i n cr e as e st u d e nt l e ar ni n g a n d u n d erst a n di n g. I n t h e l o w g ui d a n c e 
c o n diti o n, t h e t e a c h er pr o vi d e d pr o c e d ur al i nstr u cti o n (i. e., t elli n g st u d e nts t h e y h a d t o r e pl a c e 
gr o u ps of fi v e p e n ni es wit h a ni c k el stri p) b ut di d n ot us e q u esti o ni n g a n d off er e d li mit e d 
f e ed b a c k wit h “ y es ” or “ n o ” st at e m e nts. Usi n g t h e c o n cl usi o ns dr a w n fr o m C ar b o n n e a u et al.’s 
( 2 0 1 3) m et a-a n al ysis, H or a n a n d C arr h a d h y p ot h esi z e d s e ei n g gr e at er tr a nsf er a biliti es f or 
st u d e nts w h o r e c ei v e d l o w i nstr u cti o n al g ui d a n c e, b ut t h e y f ail e d t o fi n d c o n diti o n diff er e n c es 
b et w e e n t h e hi g h a n d l o w g ui d a n c e c o n diti o ns o n t h eir tr a nsf er t as k. T h e a ut h ors s p e c ul at e d t h at 
t h e y w er e n ot a bl e t o r e pli c at e C ar b o n n e a u et al.’s fi n di n gs p er h a ps b e c a us e of t h e s m all n u m b er 
of it e ms i n cl u d e d i n t h eir tr a nsf er t as k  or b e c a us e of t h e t as k’s li mit e d v ali dit y. I n a d diti o n t o 
t h es e e x pl a n ati o ns, I pr o p os e t h at t h e t as k us e d b y H or a n a n d C arr w as a n e ar-tr a nsf er t as k. 
C ar b o n n e a u et al. d efi n e d tr a nsf er as c o nt e xts i n w hi c h st u d e nts ar e as k e d t o e xt e n d t h eir 
k n o wl e d g e t o n e w sit u ati o ns, s u c h as e xt e n di n g w h at st u d e nts l e ar n a b o ut a d diti o n t o 
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m ulti pli c ati o n pr o bl e ms. B ot h t h e l e ar ni n g a n d tr a nsf er t as ks H or a n a n d C arr us e d i n t h eir st u d y 
i n v ol v e d c o u nti n g q u a ntiti es fr o m o n e t o t e n. T h e  a ut h ors  s u g g est e d t h at g ui d a n c e mi g ht  n o t b e a 
m o d er at or f or t h at s kill t o e x pl ai n w h y t h e y h a d n ot f o u n d a n y gr o u p diff er e n c es o n t h e l e ar ni n g 
t as k. T his mi g ht p er h a ps  als o b e t h e r e as o n  w h y t h e y di d n ot fi n d a n y gr o u p diff er e n c es f or w h at 
I w o ul d q u alif y a n e ar-tr a nsf er t as k.  
A n ot h er w a y t o e x pl ai n t h e a bs e n c e of gr o u p diff er e n c es b et w e e n t h e dir e ct a n d m or e 
e x pl or at or y i nstr u cti o n al c o n diti o ns f or n e ar tr a nsf er i n b ot h H or a n a n d C arr’s ( 2 0 1 8 b) a n d m y 
st u d y c o ul d b e d u e t o w h at Kl a hr a n d Ni g a m ( 2 0 0 4) h a v e c all e d p at h -i n d e p e n d e nt tr a nsf er. P at h-
i n d e p e n d e nt tr a nsf er r ef ers t o t h e i d e a t h at o n c e c hil dr e n h a v e a c hi e v e d m ast er y of a n e w 
pr o c e d ur e, t h e w a y i n w hi c h t h e y att ai n e d t h at m ast er y l e v el will n ot i nfl u e n c e t h eir a bilit y t o 
tr a nsf er w h at t h e y h a v e l e ar n e d. I n th e c as e of t h e pr es e nt st u d y, t h e n, it is p ossi bl e t h at 
r e g ar dl ess of h o w c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n  a n d t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h 
g ui d e d e x pl or ati o n  c a m e t o vi e w t h e p olli es as r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 2, o n c e t h e y h a d 
assi g n e d t h at r ef er e nt t o t h e m a ni p ul ati v es, t h e y w er e a bl e t o tr a nsf er a n d us e t h at k n o wl e d g e t o 
s ol v e pr o bl e ms i n t h e w or d -pr o bl e m c o nt e xt. T h us, e v e n t h o u g h st u d e nts i n t h e dir e ct i nstr u cti o n 
c o n diti o n p erf or m e d b ett er d uri n g t h e l e ar ni n g p h as e a n d h a d a hi g h er pr o p o rti o n of c orr e ct 
i niti al r es p o ns es i n t h e N e ar-Tr a nsf er t as k, st u d e nts i n t h e g ui d e d i nstr u cti o n  c o n diti o n  “ c a u g ht 
u p t o t h e m ” i n t h e c o nt e xt of t h e N e ar -Tr a nsf er t as k, p arti c ul arl y w h e n p ost -pr o m pt r es p o ns es 
w er e c o nsi d er e d. M or e s p e cifi c all y, d es cri pti v e  r es ults r e v e al e d t h at st u d e nts w h o l e ar n e d 
t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n s e e m e d t o b e n efit m or e ( c o m p ar e d t o st u d e nts w h o l e ar n e d t hr o u g h 
dir e ct i nstr u cti o n ) fr o m t h e pr o m pts off er e d d uri n g t h e N e ar-Tr a nsf er t as k, as s e e n i n t h e gr e at er 
pr o p orti o n al c h a n g e f r o m t h eir i niti al r es p o ns es t o t h eir p ost -pr o m pt r es p o ns es i n t h eir us e of t h e 
p olli es wit h a r ef er e nt of 2.  
P at h -i n d e p e n d e nt tr a nsf er mi g ht als o e x pl ai n Os a n a, Pr z e d n o w e k, et al.’s ( 2 0 1 8) fi n di n gs 
fr o m t h eir st u d y of c hil dr e n’s us e of m a ni p ul ati v es as s y mb ols of q u a ntit y. First gr a d ers w er e 
i ntr o d u c e d t o c hi ps i n diff er e nt e n c o di n g c o n diti o ns, i n cl u di n g o n e c o n diti o n i n w hi c h t h e y s a w 
t h e c hi ps as b o ar d g a m e pi e c es a n d a n ot h er i n w hi c h t h e y s a w t h e c hi ps as r e pr es e nti n g s p e cifi c 
q u a ntiti es. Aft er a n a d diti o n i nt er v e nti o n t h at f o c us e d o n a d diti o n pr o bl e m -s ol vi n g pr o c e d ur es 
( wit h r e gr o u pi n g) wit h t h e c hi ps a n d writt e n n u m b ers, c hil dr e n i n t h e g a m e pi e c es c o n diti o n di d 
as w ell as c hil dr e n i n t h e q u a ntit ati v e c o n diti o n o n a tr a nsf er t as k i n w hi c h t h e y h a d t o us e t h e 
c hi ps q u a ntit ati v el y. Os a n a, Pr z e d n o w e k , et al. s u g g est e d t h at b ot h c o n diti o ns mi g ht h a v e 
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all o w e d c hil dr e n t o d e v el o p t h e a bilit y t o s e e t h e c hi ps as r e pr es e nt ati o ns of s o m et hi n g els e a n d 
t h at it is w h y c hil dr e n i n t h es e t w o c o n diti o ns p erf or m e d si mil arl y o n t h e tr a nsf er t as k, w hi c h 
c o ul d b e vi e w e d as a n ot h er e x a m pl e of p at h -i n d e p e n d e nt tr a nsf er. R el at e dl y, Os a n a et al. ( 2 0 1 7) 
f o u n d t h at w h e n s e c o n d gr a d ers r e c ei v e d g ui d a n c e o n t h e li n k b et w e e n b as e-t e n bl o c ks a n d 
writt e n s y m b ols, t h e t y p e of g ui d a n c e  ( w hi c h v ari e d a c c or di n g t o r e pr es e nt ati o n al s e q u e n c e: 
bl o c ks -first, writt e n-s y m b ols -first, or it er ati v e) w as n ot r el at e d t o c hil dr e n’s p erf or m a n c e o n a 
n e ar -tr a nsf er t as k i n v ol vi n g r e gr o u pi n g.   
I n s u m m ar y, it s e e ms t h at dir e ct i nstr u cti o n l e a ds t o b ett er o ut c o m es c o m p ar e d t o g ui d e d 
e x pl or ati o n f or l e ar ni n g ass ess m e nts. W h e n it c o m es t o n e ar tr a nsf er, h o w e v er, i nstr u cti o n al 
c o n diti o ns w er e n ot f o u n d t o h a v e a n i nfl u e n c e o n c hil dr e n’s p erf or m a n c e o n t h e N e ar -Tr a nsf er 
t as k w h e n c o nsi d eri n g b ot h t h eir i niti al  a n d t h eir p ost -pr o m pt r es p o ns es. E v e n t h o u g h c hil dr e n 
w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  t o o k l o n g er a n d r e q uir e d m or e it e ms t o vi e w t h e p olli es 
as h a vi n g a r ef er e nt of 2, t h e y di d l e ar n it i n t h e e n d, w hi c h m a d e t h e m as c a p a bl e as t h eir 
c o u nt er p arts w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n  of s ol vi n g t h e w or d pr o bl e ms i n t h e N e ar -Tr a nsf er 
t as k. S u c c essf ul l e ar ni n g, h o w e v er, d o es n ot a ut o m ati c all y tr a nsl at e i nt o s u c c essf ul tr a nsf er 
( K a mi ns ki et al., 2 0 0 9), a n d t h e p att er ns of r es ults f or l e ar ni n g o bs er v e d i n t his st u d y w er e n ot 
t h e s a m e i n f ar-tr a nsf er c o nt e xts. 
C osts of Di r e ct I nst r u cti o n  
M y fi n di n gs i n di c at e t h at, c o ntr ar y t o w h at I h a d f o u n d f or l e ar ni n g a n d n e ar tr a nsf er, 
c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n di d n ot o ut p erf or m t h eir c o u nt er p arts w h o l e ar n e d 
t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n i n f ar-tr a nsf er c o nt e xts. M or e s p e cifi c all y, g ui d e d e x pl or ati o n w as 
m or e b e n efi ci al f or r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y (i. e., s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y) 
a n d w or d -pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y.  
R e p r es e nt ati o n al V e rs a tilit y 
C hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y w as ass ess e d b y e x a mi ni n g t h eir s y m b oli c 
fl e xi bilit y a n d t h eir s y m b oli c fl u e n c y. S y m b oli c fl e xi bilit y w as d efi n e d as t h e a bilit y t o assi g n a 
n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt t o a k n o w n m a ni p ul ati v e (i. e., a p oll y), w h er e as s y m b oli c fl u e n c y w as 
d efi n e d as t h e a bilit y t o assi g n a n e w q u a ntit ati v e r ef er e nt (i. e., ot h er t h a n 1 or 2) t o a n o v el 
m a ni p ul ati v e. N o si g nifi c a nt diff er e n c es w er e f o u n d b et w e e n t h e c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h 
g ui d e d e x pl or ati o n a n d t h os e w h o r e c e i v e d dir e ct i nstr u cti o n o n t h e m e as ur e of s y m b oli c 
fl e xi bilit y. T h e f a ct t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n di d si g nifi c a ntl y b ett er 
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t h a n c hil dr e n i n t h e c o ntr ol c o n diti o n a n d t h at c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n di d n o 
diff er e nt  t h a n c hil dr e n i n t h e c o ntr ol c o n diti o n, h o w e v er, w o ul d i n di c at e t h at c hil dr e n i n t h e 
g ui d e d e x pl or ati o n c o n diti o n r e a c h e d a fl e xi bilit y t hr es h ol d t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h 
dir e ct i nstr u cti o n di d n ot.  T h us, m y pr e di cti o ns w er e p arti all y s u p p ort e d: I h a d pr e di ct e d t h at 
c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n w o ul d o ut p erf or m c hil dr e n i n t h e ot h er t w o 
c o n diti o ns, b ut t h eir p erf or m a n c e w as o nl y si g nifi c a ntl y gr e at er t h a n t h at of c hil dr e n i n t h e 
c o ntr ol gr o u p. T h er e w as als o n o diff er e n c e b et w e e n t h e dir e ct i nstr u cti o n  a n d c o ntr ol gr o u ps, as 
pr e di ct e d. N e v ert h el ess, t h es e r es ults s u p p ort t h e i d e a t h at c ert ai n f a ct ors, s u c h i nstr u cti o n, c a n 
h a v e a n eff e ct o n c hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y ( A c e v e d o Nist al et al., 2 0 0 9).  
I n t er ms of fl u e n c y, th e r es ults i n di c at e d t h at t h e st u d e nts w h o r e c ei v e d g ui d e d i nstr u cti o n 
w er e m or e li k el y t o assi g n a r ef er e nt ot h er t h a n 1 t o t h e m a ni p ul ati v es, b ut t h at st u d e nts w h o 
l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n w er e n ot. As s u c h, m y pr e di cti o ns w er e p arti all y s u p p or t e d: I 
h a d pr e di ct e d t h at c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n w o ul d e n g a g e wit h t h e p olli es 
m or e fl e xi bl y a n d fl u e ntl y t h a n t h e ot h er t w o c o n diti o ns, b ut t h eir p erf or m a n c e diff er e d o nl y 
fr o m t h e c hil dr e n i n t h e c o ntr ol gr o u p a n d n ot fr o m t h os e w h o h a d r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n. 
F urt h er, a si g nifi c a nt p ositi v e c orr el ati o n b et w e e n fl e xi bilit y a n d fl u e n c y w as f o u n d, w hi c h 
i n di c at es t h at t h e hi g h er t h e fl e xi bilit y s c or es, t h e hi g h er t h e fl u e n c y s c or es. It t h er ef or e a p p e ars 
t h at s y m b oli c fl e xi bilit y an d s y m b oli c fl u e n c y ar e r el at e d c o nstr u cts, a n d t h e m e c h a nis ms t h at 
f a v or or hi n d er e a c h mi g ht b e si mil ar.  
M a ni p ul ati v e Us e  
A cl os er i n v esti g ati o n of c hil dr e n’s m a ni p ul ati v e us e all o w e d m e t o pl a c e st u d e nts i nt o 
diff er e nt pr ofil es. T his w as diff er e nt fr o m t h e fl e xi bilit y a n d fl u e n c y s c or es t h e y r e c ei v e d, 
b e c a us e t h es e s c or es di d n ot gi v e a pr e cis e pi ct ur e of t h e t y p es of r es p o n s es t h e c hil dr e n h a d 
pr o vi d e d. I n t h e c o nt e xt of t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k , o n e n ot e w ort h y fi n di n g is t h at 
c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n w er e t h e o nl y o n es w h o  g a v e a r ef er e nt of 2 o nl y t o all 
f o ur it e ms of t h e t as k. T h er e w as n o s u c h b eh a vi or o bs er v e d i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  or c o ntr ol 
c o n diti o ns. T his c o ul d m e a n t h at f or s o m e c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n , 
r e c ei vi n g e x pli cit i nstr u cti o ns o n h o w t o us e t h e p olli es pr e v e nt e d t h e m fr o m usi n g t h e 
m a ni p ul ati v es i n a n y ot h er w a y n o m att er t h e c o nt e xt. A n ot h er i nt er esti n g fi n di n g t h at e m er g e d 
fr o m t h e m a ni p ul ati v e us e a n al ysis w as t h at a gr e at er pr o p orti o n of st u d e nts w h o l e ar n e d t hr o u g h 
g ui d e d e x pl or ati o n  d e m o nstr at e d a hi g h l e v el of s y m b oli c fl e xi bilit y (i. e., b y eit h er us i n g 
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r ef er e nts of 1 a n d 2 f or t h e p olli es or usi n g r ef er e nts ot h er t h a n 1 or 2) c o m p ar e d t o st u d e nts i n 
t h e dir e ct i nstr u cti o n  a n d c o ntr ol c o n diti o ns.  
T h es e fi n di n gs ill ustr at e s o m e of t h e p ot e nti al dr a w b a c ks of usi n g dir e ct i nstr u cti o n i n t h e 
c o nt e xt of m a t h e m ati cs i nstr u cti o n t h at h a v e b e e n r ais e d b y ot h er r es e ar c h ers. W h e n c hil dr e n us e 
a s y m b ol s yst e m t h at is n e w t o t h e m, t h e y ar e i niti all y m or e ri gi d a n d i nfl e xi bl e ( D e L o a c h e, 
1 9 9 1), a n d e x pli cit i nstr u cti o n mi g ht e x a c er b at e t h es e t y p es of c o nstr ai n e d b e h a vi ors. E x pli cit 
i nstr u cti o n c a n l e a d c hil dr e n t o d e v el o p k n o wl e d g e str u ct ur es a n d pr o bl e m-s ol vi n g b e h a vi ors 
t h at ar e o v erl y n arr o w ( D e C ar o & Rittl e-J o h ns o n, 2 0 1 2). C hil dr e n w h o l e ar n t hr o u g h dir e ct 
i nstr u cti o n mi g ht n ot t hi n k of s e ar c hi n g f or n e w or alt er n ati v e i d e as b e c a us e t h e y b eli e v e t h e y 
h a v e b e e n pr o vi d e d wit h all t h e i nf or m ati o n t h e y n e e d ( e. g., B o n a wit z et al., 2 0 1 1). Dir e ct 
i nstr u cti o n mi g ht als o l e a d c hil dr e n t o fi x at e o n a si n gl e pr o c e d ur e a n d n ot w o n d er or c ar e a b o ut 
w h et h er it m a k es s e ns e or w h y it w or ks t h e w a y it d o es ( H at a n o, 2 0 0 3; S c h w art z et al., 2 0 1 1). 
F or e x a m pl e, R oll et al. ( 2 0 1 8) e x a mi n e d t h e i nfl u e n c e of i nstr u cti o n ( dir e cti v e vs. n o n -dir e cti v e) 
i n t h e c o nt e xt of a p h ysi cs si m ul ati o n o n el e ctri c cir c uits wit h u ni v ersit y st u d e nts. T he y f o u n d 
t h at st u d e nts i n t h e dir e cti v e c o n diti o n us e d m or e pr es cri b e d a n d f or m al str at e gi es a n d s u g g est e d 
t h at t h e d et ail e d g ui d a n c e t h e y h a d r e c ei v e d mi g ht h a v e pr e v e nt e d t h eir s elf-dri v e n e x pl or ati o n. 
Si mil arl y, i n t h eir st u d y wit h s e c o n d, t hir d, a n d f o urt h gr a d ers, D e C ar o a n d Rittl e -J o h ns o n 
( 2 0 1 2) f o u n d t h at w h e n c hil dr e n w er e all o w e d t o e x pl or e e q ui v al e n c e pr o bl e ms b ef or e 
i nstr u cti o n ( c o m p ar e d t o r e c ei vi n g i nstr u cti o n a n d t h e n s ol vi n g pr o bl e ms), t h e y att e m pt e d a 
l ar g er v ari et y of str at e gi es. If t e a c h ers’ a cti o ns ar e t o o pr es cri pti v e d uri n g i nstr u cti o n, t h e n 
c hil dr e n mi g ht l e ar n t o us e c o n cr et e a n d a bstr a ct s y m b ols i n a m or e pr o c e d ur al m a n n er 
dis c o n n e ct e d fr o m t h e s y m b ols’ m e a ni n gs; t his mi g ht h a v e a n e g ati v e eff e ct o n tr a nsf er a biliti es 
( B el e n k y & S c h alk, 2 0 1 4; Gr a v e m eij er, 2 0 0 2).  
A n a n al ysis of t h e n u m b er a n d t y p e (i. e., bl o c k, b utt o n, or g e m) of m a ni p ul ati v es c hil dr e n 
us e d t o s ol v e pr o bl e ms i n t h e U n c o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k r e v e al e d n o si g nifi c a nt gr o u p 
diff er e n c es, b ut t h er e w er e diff er e n c es b et w e e n t h e c hil dr e n i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  a n d g ui d e d 
e x pl or ati o n  c o n diti o ns i n t er ms of t h e r ef er e nts t h e y h a d assi g n e d t o t h e m a ni p ul ati v es. 
I nt er esti n gl y, t h er e w as a hi g h er pr o p orti o n of st u d e nts i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  c o n diti o n w h o 
us e d a r ef er e nt of 1 o nl y f or t h e n o v el o bj e cts c o m p ar e d t o st u d e nts i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  
c o n diti o n. T h at p att er n w as diff er e nt i n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k, w h er e t h e pr o p orti o ns 
of c hil dr e n i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  a n d g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o ns w h o us e d a r ef er e nt of 1 
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o nl y f or t h e p olli es w er e si mil ar. T h es e pr ofil e diff er e n c es b et w e e n t h e t w o t as ks s u g g est t h at 
c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  w er e b ett er a bl e t o us e t h e m a ni p ul ati v es as 
q u a ntit ati v e s y m b ols ( wit h a r ef er e nt ot h er t h a n 1) w h e n pr es e nt e d wit h n o v el m a ni p ul ati v es, 
w h er e as c hil dr e n i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  c o n diti o n di d n ot tr a nsf er t h at a bilit y t o t h e s a m e e xt e nt 
t o a n o n-p oll y c o nt e xt.  
A c c u r a c y  
T h e a n al ysis of a ns w ers t o t h e pr o bl e ms o n t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k  g e n er at e d 
t h e m ost pr o n o u n c e d r es ults. T h e a n al ysis of pr o bl e m-s ol vi n g a c c ur a c y b y c o n diti o n a n d r ef er e nt 
t y p e r e v e al e d a m ai n eff e ct of c o n diti o n, i n di c ati n g t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n  w er e g e n er all y m or e a c c ur at e w h e n s ol vi n g t h e w or d pr o bl e ms c o m p ar e d t o c hil dr e n 
w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n , r e g ar dl ess of t h e r ef er e nt t h e y us e d f or t h e p olli es. I n a d diti o n, 
t h e r ef er e nts us e d m o d er at e d t his eff e ct: R el ati v e t o c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct 
i nstr u cti o n, t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  w er e m or e a c c ur at e w h e n t h e y us e d 
r ef er e nts of 2 o nl y a n d w h e n t h e y us e d r ef er e nts ot h er t h a n 1 or 2.  
T h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  w er e a bl e t o a c c ur at el y s ol v e w or d 
pr o bl e ms wit h t h e p olli es usi n g a r ef er e nt of 2 b ut t h at t h e c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct 
i nstr u cti o n w er e n ot as s u c c essf ul is w ort h e x pl ori n g. R e c all t h at t h e pr o bl e ms i n t h e C o nstr ai n e d 
F ar -Tr a nsf er t as k r e q uir e d c hil dr e n t o us e t h e p olli es t o s ol v e m ulti pl e -gr o u ps m ulti pli c ati o n 
w or d pr o bl e ms t h at i n v ol v e d q u a ntiti es t h at w er e n ot m ulti pl es of 2, a n d s o usi n g t h e p olli es wit h 
a r ef er e nt of 2 s h o ul d n ot t h e or eti c all y yi el d a c c ur at e a ns w ers. H o w, t h e n, w er e c hil dr e n w h o  
l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n a bl e t o arri v e at a gr e at er n u m b er of c orr e ct s ol uti o ns ? T h e y 
w er e a bl e t o t hi n k of cr e ati v e a n d fl e xi bl e w a ys t o us e t h e p olli es t o s ol v e t h e pr o bl e ms; f or 
e x a m pl e, f or t h e pr o bl e m of ni n e c u p c a k es i n e a c h of t w o b o x es ( Pr o bl e m D), o n e c hil d pl a c e d 4 
p olli es (i. e., 8 c u p c a k es) i n e a c h b o x a n d o n e p oll y a cr oss b ot h b o x es . C o ntr aril y, m a n y c hil dr e n 
w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n a n d  w h o w er e tr yi n g t o us e a r ef er e nt of 2 f or t h e p olli es 
a p p e ar e d “st u c k ” a n d w er e n ot a bl e t o s ol v e t h e pr o bl e ms wit h t h at r ef er e nt. It is p ossi bl e, t h e n, 
t h at t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n, c hil dr e n d e v el o p e d a t y p e of k n o wl e d g e, p ossi bl y m et a-
r e pr es e nt ati o n al a w ar e n ess, t h at all o w e d t h e m t o tr y t o m a k e s e ns e of t h eir a cti o ns a n d 
e n c o ur a g e d t h e m t o e x pl or e a v ari et y of p ossi biliti es t o s ol v e t h e n o v el pr o bl e ms ( di S ess a & 
S h eri n, 2 0 0 0; H at a n o, 2 0 0 3). A cl os e li n k b et w e e n s ol uti o n str at e gi es a n d r e pr es e nt ati o ns is 
b eli e v e d t o e xist, w h er e c ert ai n r e pr es e nt ati o ns mi g ht e n c o ur a g e or eli cit t h e us e of s p e cifi c 
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str at e gi es ( A c e v e d o Nist al et al., 2 0 0 9; T a b a c h n e k et al., 1 9 9 4). I n t h e c as e of t h e pr es e nt st u d y, 
t h e s p e cifi c str at e gi es t h e c hil dr e n us e d t o r e pr es e nt t h e w or d pr o bl e ms mi g ht h a v e b e e n r el at e d 
t o t h e s p e cifi c r ef er e nts t h e y c h os e t o us e f or t h e p olli es.  
A n i m p ort a nt t a k e -a w a y fr o m t h es e fi n di n gs is t h at c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n l e ar n e d t h e s a m e “ c o nt e nt ” as c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n (i. e., 
t h at a p oll y r e pr es e nt e d t h e q u a ntit y 2), b ut t h eir s u p eri or sy m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c 
fl u e n c y a biliti es all o w e d t h e m t o us e t h at k n o wl e d g e i n a c o nt e xt t h at diff er e d fr o m i nstr u cti o n, 
a n d it als o h a d a n i nfl u e n c e o n t h eir p erf or m a n c e. T h eir gr e at er fl e xi bilit y a n d fl u e n c y c a n als o 
e x pl ai n w h y c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  w er e m or e a c c ur at e t h a n t h eir 
c o u nt er p arts w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n  w h e n usi n g r ef er e nts ot h er t h a n 1 or 2 w h e n s ol vi n g 
t h e pr o bl e ms i n t h e C o nstr ai n e d F ar-Tr a nsf er t as k.  
E x pl ai ni n g t h e R es ults  
T h e r es ults of t h e f a r-tr a nsf er t as ks s h o w a n a d v a nt a g e of g ui d e d e x pl or ati o n o v er dir e ct 
i nstr u cti o n. T o e x pl ai n t h es e fi n di n gs, I c o nsi d er e d t h e p ossi ble m e c h a nis ms t h at w er e i n v ol v e d 
a n d a cti v at e d d uri n g t h e g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n. T h e g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n 
diff er e d fr o m dir e ct i nstr u cti o n i n t w o w a ys. First, b ef or e r e c ei vi n g a n y t y p e of i nstr u cti o n or 
f e e d b a c k fr o m t h e i nt er vi e w er, c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n c o n diti o n w er e as k e d t o 
r e pr es e nt q u a ntiti es i n a n y w a y t h e y wis h e d; t h e y t h er ef or e h a d t h e o p p ort u nit y t o e x pl or e a n d 
us e t h e m a ni p ul ati v es fr e el y. S e c o n d, c hil dr e n r e c ei v e d i nstr u cti o n t h at w as n ot e x pli cit. R at h er, 
it w as t hr o u g h a s eri es of pr o m pts, q u esti o ns a n d c ar ef ul c o nstr ai nts p ut i n pl a c e b y t h e 
i nt er vi e w er t h at t h e y c a m e t o vi e w t h e poll y as r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 2. I pr o p os e f o ur 
diff er e nt e x pl a n ati o ns f or t h e fi n di n gs r e g ar di n g f ar tr a nsf er: ( a) t h e n at ur e of t h e g ui d e d 
e x pl or ati o n i nstr u cti o n, ( b) c hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht, ( c) p h ysi c al a cti o ns wit h t h e 
m a ni p ul ati v es, a n d ( d) pr o d u cti v e f ail ur e. I will e x pl ai n e a c h i n t ur n.  
N at ur e of G ui d e d E x pl or ati o n I nstr u cti o n  
T h e n at ur e of t h e g ui d e d i nstr u cti o n its elf mi g ht h a v e cr e at e d o p p ort u niti es f or c hil dr e n t o 
d e e p e n t h eir u n d erst a n di n g of t h e s y m b oli c r el ati o ns wit h t h e m a ni p ul ati v es. D uri n g g ui d e d 
e x pl or ati o n, t h e i nt er vi e w er as k e d q u esti o ns m e a nt t o sti m ul at e st u d e nts ’ t hi n ki n g a n d pr o m pt 
t h eir u n d erst a n di n g of diff er e nt w a ys t o r e pr es e nt q u a ntiti es wit h t h e m a ni p ul ati v es. C hil dr e n 
tri e d diff er e nt r e pr es e nt ati o ns a n d m o difi e d t h eir t hi n ki n g i n r es p o ns e t o t h e i nt er vi e w er’s 
pr o m pts a n d q u esti o ns. T h es e pr o m pts a n d q u est i o ns l e d c hil dr e n t o e x pl or e t h e pr o bl e m, a n d 
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m a n y b e n efits of e x pl or ati o n h a v e b e e n d es cri b e d i n t h e lit er at ur e. W h e n  c hil dr e n ar e e x pl ori n g, 
it c a n h el p t h e m m a k e s e ns e of t h eir e x p eri e n c es, a n d t h e y mi g ht n oti c e a n d c o nsi d er si mil ariti es 
b et w e e n t h eir e x p eri e n c es a n d t h eir pri or k n o wl e d g e ( Br o w n et al., 2 0 0 9; D e C ar o & Rittl e -
J o h ns o n, 2 0 1 2).  I n t h e c as e of m y st u d y, I c o nsi d er t h eir “ pri or k n o wl e d g e ” t o b e t h eir us e of t h e 
p olli es wit h a r ef er e nt of 1. D uri n g t h e i nstr u cti o n, i n r es p o ns e t o t h e i nt er vi e w e r’s pr o m pts, 
c hil dr e n mi g ht h a v e n oti c e d t h e si mil ariti es b et w e e n w h at t h e y h a d d o n e n at ur all y (i. e., usi n g a 
r ef er e nt of 1) a n d t h e n e w r ef er e nts t h e y w er e “ dis c o v eri n g, ” w hi c h mi g ht h a v e al ert e d t h e m t o 
i m p ort a nt as p e cts of s y m b oli z ati o n. Th e y mi g ht als o  h a v e s e ar c h e d f or n e w i nf or m ati o n a b o ut 
t h e t y p e of r ef er e nt t h e y c o ul d us e at t h e p oi nt t h e sit u ati o n di d n ot all o w t h e m t o us e a r ef er e nt 
of 1, w hi c h m a y h a v e e n c o ur a g e d t h e m t o r e vis e t h e s c h e m as t h e y h a d us e d u p u ntil t h at p oi nt 
( D e C ar o & Rittl e-J o h ns o n, 2 0 1 2). T his pr o c ess mi g ht h a v e h el p e d t h e m us e t h eir s y m b oli z ati o n 
a biliti es i n a m or e fl e xi bl e a n d fl u e nt w a y. Pr o bl e m e x pl or ati o n c a n f a cilit at e k n o wl e d g e of 
pr o bl e m str u ct ur e, a n d t his c o ul d h a v e h el p e d l e ar n ers a c q uir e a d e e p er l e v el of u n d erst a n di n g 
a n d h el p t h e m g e n er at e a n d r e vis e p ossi bl e s ol uti o ns ( D e C ar o & Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 2; S c h w art z 
et al., 2 0 0 9).  
I n c o ntr ast, b e c a us e of its r estri cti v e n at ur e, dir e ct i nstr u cti o n m a y i n hi bit or d el a y 
c hil dr e n’s a bilit y t o c o nstr u ct d e e p u n d erst a n di n g of c o n c e pts a n d hi n d er t h eir c a p a cit y t o 
tr a nsf er k n o wl e d g e t o n o v el c o nt e xts ( Br o w n et al., 2 0 0 9). F or e x a m pl e, B o n a wit z et al. ( 2 0 1 1) 
c o n d u ct e d e x p eri m e nts wit h pr es c h o ol ers i n w hi c h t h e y i ntr o d u c e d a n o v el -l o o ki n g t o y t h at h a d 
s e v er al n o n -o b vi o us f u n cti o ns ( e. g., m a ki n g a s o u n d b y p ulli n g a t u b e, t ur ni n g o n a li g ht wit h a 
hi d d e n b utt o n). C hil dr e n w er e assi g n e d t o diff er e nt c o n diti o ns i n cl u di n g t h e p e d a g o gi c al 
c o n diti o n, i n w hi c h t h e e x p eri m e nt er d e m o nstr at e d s o m e f u n cti o ns f or t h e c hil d, a n d ot h er 
c o n diti o ns  i n w hi c h t h e e x p eri m e nt er di d n ot. T h e c hil d w as t h e n e n c o ur a g e d t o pl a y wit h t h e 
t o y. T h e a ut h ors f o u n d t h at t h e c hil dr e n w h o w er e i n t h e p e d a g o gi c al c o n diti o n f o c us e d o n t h e 
f u n cti o ns t h e y h a d b e e n s h o w n, w h er e as t h e c hil dr e n i n t h e ot h er c o n diti o ns e x pl or e d t h e t o y’s 
f u n cti o ns m or e br o a dl y a n d w er e t h us m or e li k el y t o dis c o v er n e w i nf or m ati o n. 
I nstr u cti o n al a p pr o a c h es t h at d o n ot pr o vi d e a hi g h l e v el of g ui d a n c e mi g ht h el p l e ar n ers 
f or m ul at e a n d u n d erst a n d c o n c e pts o n t h eir o w n, a n d t his pr o c ess mi g ht le a d t o t h e m t o d e v el o p 
a d e e p er u n d erst a n di n g of m at h e m ati c al c o n c e pts ( F us o n, 2 0 0 9). T his i d e a of st u d e nts’ s elf-
c o nstr u cti o n of k n o wl e d g e h as b e e n d e e m e d b e n efi ci al b as e d o n c o nstr u cti vist t h e ori es  (s e e 
C o b b  et al.,  1 9 9 2 ; St eff e  & G al e , 1 9 9 5 ; Vo n Gl as erf el d,  2 0 1 3) . It is b eli e v e d t h at w h e n st u d e nts 
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g e n er at e t h eir o w n e x pl a n ati o ns, as o p p os e d t o h e ari n g a m or e -k n o wl e d g e a bl e ot h er pr o vi di n g 
t h e e x pl a n ati o n, it c o ul d g e n er at e  gr e at er c o g niti v e e n g a g e m e nt, w hi c h i n t ur n c o ul d l e a d t o 
l e ar ni n g b e n efits ( H us h m a n & M arl e y, 2 0 1 5; Rittl e-J o h ns o n, 2 0 0 6). I n o n e of t h eir m et a -
a n al ys es, Alfi eri et al. ( 2 0 1 1) f o u n d t h at w h e n l e ar n ers p arti ci p at e d i n g ui d e d dis c o v er y a n d 
c o nstr u ct e d t h eir o w n e x pl a n ati o ns, t h e y h a d b ett er l e ar ni n g o ut c o m es c o m p ar e d t o l e ar n ers w h o 
h a d b e e n gi v e n e x pli cit i nstr u cti o n or e x pl a n ati o ns; t h e y f o u n d t h at t his fi n di n g w as tr u e f or all 
t h e a g e gr o u ps t h e y st u di e d.  
C hil dr e n’s r el ati o ns hi p t o t h e p olli es t h e ms el v es mi g ht h a v e b e e n diff er e nt b as e d o n t h e 
i nstr u cti o n al c o n diti o n. C h as e a n d Abr a h a ms o n ( 2 0 1 8) f o u n d t h at t h e f o urt h - a n d ni nt h -gr a d e 
c hil dr e n l e ar ni n g a b o ut al g e br a c o n c e pts w h o w er e i n a dis c o v er y c o n diti o n h a d gr e at er l e ar ni n g 
g ai ns t h a n c hil dr e n i n a n o -dis c o v er y c o n diti o n. C hil dr e n i n t h e n o -dis c o v er y c o n diti o n l e ar n e d 
t o us e a t o ol (t h e virt u al pr o gr a m c hil dr e n us e d t o l e ar n al g e br a c o n c e pts) a n d di d n ot s p e n d ti m e 
t hi n ki n g of its u n d erl yi n g str u ct ur es. C hil dr e n i n t h e dis c o v er y c o n diti o n, h o w e v er, us e d t h e t o ol 
t o l e ar n k e y al g e br a c o n c e pts. I n t h e pr es e nt st u d y, c hil dr e n w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n w er e 
f o c us e d o n usi n g t h e t o ol (i n t his c as e t h e p olli es) as it h a d b e e n t a u g ht (i. e., wit h a r ef er e nt of 2), 
w h er e as c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  e x pl or e d a n d p er h a ps t h o u g ht m or e 
d e e pl y a b o ut r e pr es e nti n g q u a ntiti es i n diff er e nt w a ys, w hi c h mi g ht h a v e all o w e d t h e m t o 
d e v el o p a gr e at er fl e xi bilit y i n t er ms of h o w t o r e pr es e nt q u a ntiti es s p e cifi c t o t h e c o nt e xt at 
h a n d.  
T h e pr o m pts t h at t h e i nt er vi e w er us e d d uri n g t h e g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n mi g ht 
als o h a v e a cti v at e d c hil dr e n’s m et a c o g niti o n, w hi c h is t h e a cti v e pr o c ess of e x pli citl y r efl e cti n g 
o n o n e’s c o g niti v e a cti vit y ( C hi, 2 0 0 0). T h es e m et a c o g niti v e a biliti es c o ul d h a v e l e d c hil dr e n t o 
m o nit or a n d e v al u at e t h eir s ol uti o ns w hil e t h e y w er e s ol vi n g t h e w or d pr o bl e ms, a n d as a r es ult 
cr e at e n e w k n o wl e d g e (i. e., assi g n n e w r ef er e nts t o t h e m a ni p ul ati v es) a n d us e it a p pr o pri at el y. 
T h er e is s o m e r es e ar c h t o s u p p ort t h e i d e a t h at t h e us e of m et a c o g niti v e pr o m pts d uri n g 
i nstr u cti o n wit h c o n cr et e m at eri als c a n f a cilit at e pr o c e d ur al fl u e n c y, r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y, 
c o n c e pt u al u n d erst a n di n g, a n d tr a nsf er ( B el e n k y & N o k es, 2 0 0 9).  
R e pr es e nt ati o n al I nsi g ht  
O n e of t h e r e as o ns c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  o ut p erf or m e d 
c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n  o n t h e f ar -tr a nsf er t as ks is b e c a us e of t h e b e n efits 
t h e y mi g ht h a v e g ai n e d fr o m s e ei n g m ulti pl e r e pr es e nt ati o ns d uri n g t h e e n c o di n g s essi o n. 
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M ulti pl e e xt er n al r e pr es e nt ati o ns h a v e b e e n s ai d t o h el p l e ar n ers g ai n a d e e p er u n d erst a n d i n g of 
w h at t h e y ar e l e ar ni n g ( Ai ns w ort h, 1 9 9 9). D uri n g t h e e n c o di n g s essi o n, t h e c hil dr e n i n t h e 
g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n s a w t h e p olli es as r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 1 fr o m t h e o uts et a n d as 
r e pr es e nti n g t h e q u a ntit y 2, w hi c h t h e y “ dis c o v er e d ” aft er t h e i nt er vi e w er’s pr o m pts a n d 
g ui d a n c e. S o m e of t h e c hil dr e n e v e n assi g n e d ot h er r ef er e nts t o t h e p olli es d uri n g t h e c o urs e of 
t h e e n c o di n g s essi o n. T h e st u d e nts i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  c o n diti o n di d n ot h a v e t his 
o p p ort u nit y.   
S y m b oli c s e nsiti vit y is a pr e dis p ositi o n t o r e c o g ni zi n g t h at o n e o bj e ct m a y st a n d f or 
s o m et hi n g els e ( D e L o a c h e & M ar z olf, 1 9 9 2). It is b eli e v e d t h at s y m b oli c d e v el o p m e nt is 
c u m ul ati v e, w hi c h m e a ns t h at s y m b oli c s e nsiti vit y c a n i n cr e as e w h e n c hil dr e n a c q uir e 
e x p eri e n c e usi n g s y m b ols ( e. g., D e L o a c h e, 1 9 9 1, 1 9 9 5; D e L o a c h e et al. 1 9 9 9). M ar z olf a n d 
D e L o a c h e ( 1 9 9 4) c o n d u ct e d e x p eri m e nts wit h y o u n g c hil dr e n ( 2 ½ - a n d 3 -y e ar -ol ds) a n d f o u n d 
t h at e x p eri e n c e u n d erst a n di n g a s y m b ol-r ef er e nt r el ati o ns hi p i n a si m pl e c ont e xt h el p e d c hil dr e n 
u n d erst a n d a s y m b ol -r ef er e nt r el ati o ns hi p i n a m or e diffi c ult c o nt e xt, w hi c h s a m e-a g e c hil dr e n 
wit h o ut pri or s y m b oli z ati o n e x p eri e n c e di d n ot t y pi c all y u n d erst a n d. Wit h m or e s y m b oli c 
s e nsiti vit y, t h e n, a c hil d is m or e li k el y t o b e c a p a bl e of i nt er pr eti n g ot h er s y m b ols a n d s y m b ol 
s yst e ms e n c o u nt er e d i n t h e f ut ur e, w hi c h will s u p p ort t h e d e v el o p m e nt of r e pr es e nt ati o n al 
i nsi g ht, t h e r e c o g niti o n t h at s o m et hi n g ( a s y m b ol) c a n st a n d f or s o m et hi n g ot h er t h a n its elf 
( D e L o a c h e & M ar z olf, 1 9 9 2). I n t h e pr es e nt st u d y, t h e c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d 
e x pl or ati o n  mi g ht h a v e d e m o nstr at e d s u p eri or r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht c o m p ar e d t o t h e c hil dr e n 
w h o r e c ei v e d dir e ct i nstr u cti o n  fr o m h a vi n g b e e n e x p os e d t o t w o or m or e diff er e nt s y m b ol-
r ef er e nt r el ati o ns hi ps wit h t h e p olli es. T his h ei g ht e n e d r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht mi g ht h a v e als o 
h el p e d t h e m assi g n a c o m pl et el y n e w r ef er e nt (i. e., ot h er t h a n 1 or 2) t o t h e p olli es w h e n t h e y 
us e d t h e m i n t h e c o nt e xt of t h e C o nstr ai n e d F ar -Tr a nsf er t as k. I n cr e as e d s y m b oli c s e nsiti vit y a n d 
r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht mi g ht i n d e e d h el p c hil dr e n e x p e ct or e v e n l o o k f or ot h er s y m b ol-r ef er e nt 
r el ati o ns ( D e L o a c h e & M ar z olf, 1 9 9 2).  
T h e  t h e or y d es cri b e d a b o v e c o ul d als o b e us e d t o e x pl ai n t h e gr e at er s y m b oli c fl u e n c y 
e x hi bi t e d b y c hil dr e n w h o r e c ei v e d t h e g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n o n t h e U n c o nstr ai n e d F ar-
Tr a nsf er t as k. A b o ut h alf of t h e c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n fit i n pr ofil es i n 
w hi c h t h e y h a d assi g n e d r ef er e nt(s) ot h er t h a n 1 o nl y t o t h e n e w m a ni p ul ati v es c o m p ar e d t o 
a b o ut a fift h of t h e c hil dr e n i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  c o n diti o n i n t h e s a m e pr ofil e. T h e gr e at er 
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s y m b oli c s e nsiti vit y a n d r e pr es e nt ati o n al i nsi g ht c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n 
m a y h a v e d e v el o p e d d uri n g t h e i nstr u cti o n  mi g ht h a v e l e d t h e m t o t hi n k t h at a n o v el e ntit y (i n 
t his c as e t h e n e w m a ni p ul ati v es) c o ul d b e i nt er pr et e d as r e pr es e nti n g s o m et hi n g ot h er t h a n its elf 
( as r e pr es e nti n g a q u a ntit y ot h er t h a n 1; A c e v e d o Nist al et al., 2 0 0 9; D e L o a c h e et al., 1 9 9 9; 
K ar mil off -S mit h, 1 9 9 1; Os a n a, Pr z e d n o w e k, et al., 2 0 1 8). F urt h er m or e, c hil dr e n i n t h e c o ntr ol 
c o n diti o n di d n ot si g nifi c a ntl y o ut p erf or m c hil dr e n i n t h e ot h er t w o c o n diti o ns o n a n y o ut c o m e 
m e as ur e. T h e c o ntr ol c o n diti o n w as ess e nti all y a “ p ur e ” dis c o v er y c o n diti o n, a n d si mil ar 
fi n di n gs h a v e b e e n wi d el y r e p ort e d i n pri or r es e ar c h (s e e A br a h a ms o n & K a p ur, 2 0 1 8; Alfi eri et 
al., 2 0 1 1; Cl ar k, 2 0 0 9). T o g et h er, t h e fi n di n gs s u g g est t h at c hil dr e n will n ot s p o nt a n e o usl y 
s y m b oli z e i n a fl e xi bl e m a n n er. I n t h e c o nt e xt of t his s t u d y, t h e pri or e x p eri e n c es t h at c hil dr e n 
h a d wit h m at h e m ati cs m a ni p ul ati v es as c o u nt ers mi g ht h a v e i nfl u e n c e d t h eir n at ur al i n cli n ati o n 
t o us e t h e m wit h a r ef er e nt of 1 ( N ati o n al R es e ar c h C o u n cil, 2 0 0 9).  
P h ysi c al I nt er a cti o ns  
A n ot h er p ossi bl e e x pl a n ati o n f or t h e b e n efits of g ui d e d e x pl or ati o n o bs er v e d i n t his st u d y 
is c hil dr e n’s p h ysi c al i nt er a cti o n wit h t h e m a ni p ul ati v es. O n e of t h e diff er e n c es b et w e e n c hil dr e n 
w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n a n d t h os e w h o l e ar n e d t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n  is t hat 
d uri n g dir e ct i nstr u cti o n, t h e c hil dr e n di d n ot i nt er a ct wit h t h e m a ni p ul ati v es as m u c h or i n t h e 
s a m e w a y as c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n. I n t h e g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o n, 
c hil dr e n w er e r e q uir e d t o i nt er a ct wit h t h e o bj e cts i n w a ys t h at w o ul d s atisf y t h e c o nstr ai nts 
i m p os e d b y t h e r es e ar c h er. Usi n g o bs er v ati o n al d at a fr o m t h e e n c o di n g s essi o ns, A dri e n et al. 
( 2 0 1 9) f o u n d t h at c hil dr e n w h o r e c ei v e d g ui d e d i nstr u cti o n w er e m or e li k el y t o i nt er a ct wit h 
s p e cifi c p arts of t h e p olli es (f or  e x a m pl e, c o u nti n g t w o of t h e e xtr e miti es of t h e p olli es “ o n e -
t w o ” t o j ustif y usi n g a r ef er e nt of 2), c o m p ar e d t o t h e c hil dr e n i n t h e ot h er t w o c o n diti o ns, w h o 
i nt er a ct e d wit h t h e p olli es as a w a y t o k e e p tr a c k of t h eir c o u nts wit h l ess att e nti o n t o t h e p olli es’ 
p h ysi c al f e at ur es. B e c a us e of t h e n at ur e of t h e i nstr u cti o n t h e y r e c ei v e d, c h il dr e n w h o l e ar n e d 
t hr o u g h g ui d e d e x pl or ati o n e x pl or e d t h e aff or d a n c es of t h e p olli es i n a m a n n er t h at all o w e d 
t h e m, i n o n e w a y or a n ot h er, t o arri v e at a r ef er e nt of 2. T h e g est ur es a n d p h ysi c al i nt er a cti o ns 
c o ul d h a v e h a d t h e eff e ct of e n a cti n g t h e s y m b o li c r el ati o ns hi ps b et w e e n t h e p olli es a n d t h eir 
r ef er e nts, w hi c h c o ul d h a v e b e e n a bstr a ct e d f or fl e xi bl e us e i n a diff er e nt c o nt e xt ( N at h a n, 2 0 0 8).  
T h e l e ar ni n g t h at c o m es fr o m s e ns ori m ot or e x p eri e n c es wit h m a ni p ul ati v es mi g ht b e 
m or e a m e n a bl e t o tr a nsf er t o n e w c o nt e xts (s e e als o P o u w et al., 2 0 1 4). I n f a ct, e m b o di e d 
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c o g niti o n t h e or y pr o p os es t h at t h e b o d y a n d its a biliti es t o p er c ei v e a n d a ct o n t h e e n vir o n m e nt 
c o ntri b ut e t o t h e d e v el o p m e nt of v ari o us c o g niti v e pr o c ess es ( B ars al o u, 2 0 0 8; Gl e n b er g, 2 0 0 8). 
E m b o di e d c o g niti o n pr o p os es t h at t h e s e ns ori m ot or i nf or m ati o n t h at m a ni p ul ati v es pr o vi d e 
mi g ht h el p t h e l e ar n er a c q uir e n e w c o n c e pts a n d d e e p e n e xisti n g o n es ( P o u w et al., 2 0 0 9). T h e 
n o v el or a bstr a ct i d e as ar e gr o u n d e d i n t h e p h ysi c al e n vir o n m e nt, a n d it is t h e m a p pi n g b et w e e n 
t h e a bstr a cti o n a n d t h e o bj e ct t h at m a y f a cilit at e m e a ni n g-m a ki n g, l e a d t o a d e e p er 
u n d erst a n di n g, a n d s u p p ort t h e tr a nsf er of k n o wl e d g e t o n e w sit u ati o ns ( Ali b ali & N at h a n, 2 0 1 2; 
E n glis h, 2 0 0 4; Utt al et al., 2 0 1 3). M a ni p ul ati v es, t h er ef or e, c a n b e s e e n as a n i nt er m e di ar y 
b et w e e n r e al -w orl d r ef er e nts a n d m or e a bstr a ct m at h e m ati c al i d e as or s y m b ols. It s e e ms t h at 
w h e n c hil dr e n ar e first d e v el o pi n g t h eir u n d erst a n di n g of c o n c e pts, t h e y mi g ht n e e d t o r el y m or e 
o n e xt er n al or c o n cr et e r e p r es e nt ati o ns t o a c c ess t h es e c o n c e pts, b ut t h at o v er ti m e t h at n e e d will 
di mi nis h as t h e y will h a v e i nt er n ali z e d e xt er n al r e pr es e nt ati o ns i nt o m e nt al i m a g es t h at c a n h el p 
t h e m s ol v e pr o bl e ms ( B e hr et al., 1 9 8 3; F yf e, M c N eil, & S o n, 2 0 1 4; Gl e n b er g, 2 0 0 8; L as ki et al., 
2 0 1 5; P etit et al., 2 0 1 6). S e v er al r es e ar c h ers h a v e e x pl ai n e d t h eir fi n di n gs fr o m t h e e m b o di e d 
c o g niti o n p ers p e cti v e ( e. g., F u g at e et al., 2 0 1 9; N at h a n, 2 0 0 8, N at h a n et al., 2 0 1 4; R os e n et al., 
2 0 1 8; Tr a n et al., 2 0 1 7), a n d it is p ossi bl e t h at t h e gr e at er l e v el of p h ysi c al m a ni p ul ati o ns wit h 
t h e p olli es e x p eri e n c e d b y c hil dr e n i n t h e g ui d e d e x pl or ati o n c o n diti o n c o nf err e d t h e m a n 
a d v a nt a g e o n t h e f ar -tr a nsf er t as ks o v er c hil dr e n w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n. 
M arti n’s ( 2 0 0 9; s e e als o M a rti n & S c h w art z, 2 0 0 5) p h ysi c all y distri b ut e d l e ar ni n g ( P D L) 
t h e or y c o ul d als o e x pl ai n w h y g ui d e d e x pl or ati o n off er e d a n a d v a nt a g e. B e hi n d P D L is t h e i d e a 
t h at c hil dr e n’s a cti o ns a n d i d e as c o e v ol v e a n d i nfl u e n c e e a c h ot h er o v er ti m e. I n a st u d y wit h 
fr a ctio n m a ni p ul ati v es, c hil dr e n m a d e gr e at er c o n c e pt u al g ai ns w h e n t h e y i nt er a ct e d a n d m o v e d 
t h e m a ni p ul ati v es t h e ms el v es r at h er t h a n h a vi n g pi e c es alr e a d y or g a ni z e d i nt o c orr e ct gr o u ps f or 
t h e m ( M arti n, 2 0 0 9). T h e t h e or y of P D L pr e di cts t h at a n o v erstr u ct ur e d e n vir o n m e nt d o es t o o 
m u c h of t h e “ m e nt al w or k ” a n d r e d u c es st u d e nts’ o p p ort u nit y t o e xt e n d w h at t h e y h a v e l e ar n e d. 
I n s u c h str u ct ur e d e n vir o n m e nts, M arti n c o nt e n ds, t h e b e n efits of w or ki n g wit h c o n cr et e 
m at eri als ar e l ost. R el at e dl y, Os a n a, Bl o n di n, et al.  ( 2 0 1 8), i n t h eir st u d y e x a mi ni n g t h e p h ysi c al 
aff or d a n c es of m a ni p ul ati v es, f o u n d t h at c hi ps (i. e., n o n -pr o p orti o n al o bj e cts) l e d t o gr e at er 
l e ar ni n g t h a n a pr o p orti o n al m o d el. T h e y h y p ot h esi z e d t h at b e c a us e t h e c hi ps w er e n ot 
tr a ns p ar e nt i n t er ms of s h o wi n g t h e q u a ntit ati v e r el ati o ns hi ps b et w e e n t h e diff er e nt v al u es, 
c hil dr e n w er e r e q uir e d t o “ w or k m or e ” t o u n d erst a n d t h e c o n c e pt u al r ul es. T h e a d diti o n al eff orts 
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t h e p arti ci p a nts d e pl o y e d t o a cti v el y i nt er pr et t h e m e a ni n gs of t h e m a ni p ul ati v es mi g ht h a v e le d 
t h e m t o d e v el o p a d e e p er u n d erst a n di n g, p ot e nti all y e x pl ai ni n g t h e gr e at er a c c ur a c y o bs er v e d o n 
t h e l e ar ni n g t as k. I n t h e pr es e nt st u d y, c hil dr e n h a d t o a cti v el y dis c o v er a n d i nt er pr et t h e 
m e a ni n g of t h e p olli es, w hi c h mi g ht h a v e h el p e d t h e m g ai n a d e e p er u n d erst a n di n g of t h e a ct of 
s y m b oli zi n g, t h er e b y s u p p orti n g t h eir f ar -tr a nsf er a biliti es.  
W h e n c hil dr e n t a k e p art i n c o nstr u cti v e a n d i nt er a cti v e a cti viti es, s u c h as t h e o n es i n t h e 
g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n, it c a n g e n er at e n e w i d e as a n d pr e di cti o ns ( C hi, 2 0 0 9). Of c o urs e, 
t h e m a ni p ul ati o n of c o n cr et e o bj e cts al o n e c a n n ot s uffi c e t o h el p c hil dr e n u n d erst a n d s y m b oli c 
r e pr es e nt ati o ns of m at h e m ati c al i d e as ( Utt al et al., 2 0 0 9), b ut it mi g ht p artl y e x pl ai n w h y 
i nstr u cti o n t h at m a k es us e of t h es e pri n ci pl es is b e n efi ci al.  
Pr o d u cti v e F ail ur e  
A n ot h er li n e of r es e ar c h t h at mi g ht e x pl ai n t h e r es ults p ert ai ns t o t h e b e n efits of str u g gl e, 
w hi c h K a p ur ( 2 0 1 4) h as r ef err e d t o as pr o d u cti v e f ail ur e. B y “f ail ur e, ” K a p ur m e a nt t h at c hil dr e n 
f ail t o arri v e at t h e c orr e ct a ns w er o n t h eir o w n. K a p ur c o n d u ct e d a st u d y o n m at h e m ati cs a bilit y 
wit h ni nt h gr a d ers a n d f o u n d t h at st u d e nts w h o e x p eri e n c e d pr o d u cti v e f ail ur e o ut p erf or m e d 
st u d e nts w h o l e ar n e d t hr o u g h dir e ct i nstr u cti o n o n m e as ur es of c o n c e pt u al u n d erst a n di n g a n d 
tr a nsf er. Ot h er r es e ar c h ers als o u n d ers c or e t h e b e n efits of str u g gl e i n l e ar ni n g ( e. g., Hi e b ert & 
Gr o u ws, 2 0 0 7). W h e n c hil dr e n str u g gl e, t h e y m a k e eff orts t o u n d erst a n d a n d m a k e s e ns e of n e w 
c o n c e pts, w hi c h c a n h el p t h e m m a k e c o n n e cti o ns b et w e e n f a c ts, i d e as, or pr o c e d ur es t h e y h a v e 
pr e vi o usl y l e ar n e d; t his c a n l e a d t h e m t o r e -e x a mi n e a n d r estr u ct ur e t h eir k n o wl e d g e ( Hi e b ert & 
Gr o u ws, 2 0 0 7). C hil dr e n w h o r e c ei v e d t h e g ui d e d e x pl or ati o n i nstr u cti o n at first  f ail e d t o 
g e n er at e or dis c o v er t h e i nt e n d e d r ef er e nt o n t h eir o w n, a n d m a n y c o nti n u e d t o str u g gl e e v e n 
aft er t h e i nt er vi e w er i ntr o d u c e d t h e c o nstr ai nts o n t h e p oll y us e. T h at f ail ur e m a y h a v e b e e n 
c o nstr u cti v e b e c a us e it f o c us e d t h eir att e nti o n o n t h e m e c h a nis ms u n d erl yi n g t h e s y m b ol -r ef er e nt 
li n k, t h us pr o m oti n g tr a nsf er. Pr es u m a bl y, diff er e nt m e c h a nis ms w er e at pl a y d uri n g dir e ct 
i nstr u cti o n. C hil dr e n w er e e x pli citl y t ol d w h at t o d o a n d di d n ot h a v e t h e o p p ort u nit y t o r efl e ct 
o n t h eir o w n a cti o ns or t h e f a ct t h at t h e y w er e a ct u all y s y m b oli zi n g.  
R e l at e dl y, s o m e r es e ar c h ers h a v e st u di e d t h e i m p a ct of s e q u e n ci n g i n i nstr u cti o n. W h e n 
c hil dr e n att e m pt t o s ol v e pr o bl e ms b ef or e i nstr u cti o n, fi n di n gs h a v e s u g g est e d t h at it pr e p ar es 
t h e m f or s u bs e q u e nt l e ar ni n g (s e e L e e & A n d ers o n, 2 0 1 3). S ol vi n g pr o bl e ms bef or e r e c ei vi n g 
a n y ki n d of i nstr u cti o n is eff ortf ul, a n d it is p ossi bl e t h at t his pr o c ess h el p e d c hil dr e n att e n d t o 
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t h e l e ar ni n g a cti viti es at a d e e p er l e v el ( D e C ar o & Rittl e-J o h ns o n, 2 0 1 2). S c h w art z a n d M arti n 
( 2 0 0 4) c o n d u ct e d a st u d y o n ni nt h gr a d ers’ le ar ni n g of st atisti c al c o n c e pts. T h e y f o u n d t h at 
st u d e nts w h o t o o k p art i n i n v e nti o n a cti viti es f ail e d t o g e n er at e c o n v e nti o n al s ol uti o ns w h e n 
c o m p ar e d t o t h eir p e ers w h o h a d o nl y r e c ei v e d e x pli cit i nstr u cti o n o n t h e c o n c e pts. Aft er t h e 
st u d e nts i n t h e i n v e nti o n gr o u p h a d r e c ei v e d i nstr u cti o n, h o w e v er, t h e y di d b ett er t h a n t h e 
e x pli cit i nstr u cti o n gr o u p i n t er ms of t h eir pr o c e d ur al s kills, i nsi g ht i nt o f or m ul as, a n d d at a 
e v al u ati o n a biliti es. S c h w art z a n d M arti n c o n cl u d e d t h at t h e i n v e nti o n a cti viti es mi g ht  h a v e 
pr e p ar e d st u d e nts t o l e ar n m or e d e e pl y fr o m i nstr u cti o n. T h e pr es e nt st u d y di d n ot d e al wit h 
s e q u e n ci n g of i nstr u cti o n i n t h e s a m e w a y, b ut a n ar g u m e nt c o ul d b e m a d e t h at i n t h e g ui d e d 
e x pl or ati o n c o n diti o n, c hil dr e n h a d t o att e m pt pr o bl e m s ol vi n g wi t h littl e i nstr u cti o n ( or o nl y a 
f e w pr o m pts fr o m t h e i nt er vi e w er) a n d t h at t h e y e x p eri e n c e d s o m e of t h e s a m e str u g gl es or 
diffi c ulti es d es cri b e d i n r es e ar c h t h at e x a mi n es s e q u e n ci n g.  
T h e str u g gl es e x p eri e n c e d d uri n g g ui d e d e x pl or ati o n, t h e n, mi g ht h a v e l e d c hil dr e n t o 
att e n d t o t h eir o w n a cti o ns, w hi c h m a y h a v e dir e ct e d t h eir t hi n ki n g t o w ar d s y m b oli zi n g. A 
r el at e d i d e a is t h e c o n c e pt of r e pr es e nt ati o n al disfl u e n c y ( Bi e d a & N at h a n, 2 0 0 9), w hi c h c a n b e 
e x p eri e n c e d w h e n st u d e nts p er c ei v e li mit ati o ns wit h t h e  r e pr es e nt ati o ns t h e y ar e usi n g a n d ar e 
t h us m oti v at e d t o m o dif y t h e m. I n Bi e d a a n d N at h a n’s ( 2 0 0 9) st u d y o n st u d e nts’ u n d erst a n di n g 
of C art esi a n gr a p hs, t h e y o bs er v e d s o m e st u d e nts tr a nsf er t o a diff er e nt r e pr es e nt ati o n w h e n t h eir 
i niti al r e pr es e nt ati o n di d n ot all o w a s ol uti o n. I n t h e pr es e nt st u d y, t h e c hil dr e n w h o w er e n ot 
a bl e t o r e pr es e nt t h e w or d pr o bl e ms wit h t h e p olli es i n t h e c o nt e xt of t h e C o nstr ai n e d F ar -
Tr a nsf er t as k ( b e c a us e t h e q u a ntiti es di d n ot l e n d t h e ms el v es t o usi n g a p olli es wit h a r ef e r e nt of 
2) m a y h a v e e x p eri e n c e d r e pr es e nt ati o n al disfl u e n c y, t h us e x pl ai ni n g w h y t h e y c h a n g e d t h e 
r ef er e nt f or t h e p olli es d uri n g pr o bl e m s ol vi n g.  
C o nt ri b uti o ns t o t h e Lit e r at u r e  
T h e r es ults of t h e pr es e nt st u d y c o ntri b ut e i n s e v er al i m p ort a nt w a ys t o t h e e xist e nt 
lit er at ur e. I i d e ntifi e d t hr e e m ai n ar e as i n w hi c h I b eli e v e m y w or k a d ds, e xt e n ds, or n u a n c es t h e 
fi n di n gs a n d c o n cl usi o ns fr o m pri or r es e ar c h. First, b e c a us e m y st u d y fo c us e d o n t h e i nfl u e n c e of 
diff er e nt i nstr u cti o n al c o n diti o ns o n c hil dr e n’s l e ar ni n g a n d tr a nsf er a biliti es, it pr o vi d es 
e m piri c al e vi d e n c e t h at c o ntri b ut es t o r es e ar c h r el ati n g t o t h e o n g oi n g d e b at es a b o ut o pti m al 
t y p es of i nstr u cti o n i n S ci e n c e, T e c h n ol og y, E n gi n e eri n g, a n d M at h e m ati cs ( S T E M) fi el ds i n 
g e n er al, a n d i n m at h e m ati cs i n p arti c ul ar. S e c o n d, m y fi n di n gs c a n s h e d m or e li g ht o n 
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m a ni p ul ati v es -b as e d i nstr u cti o n al m et h o ds f or y o u n g c hil dr e n. L astl y, littl e is k n o w n a b o ut 
r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y i n y o u n g c hil dr e n w h o ar e l e ar ni n g wit h c o n cr et e o bj e cts, a n d m y 
fi n di n gs will off er a n o v el p ers p e cti v e t o t his ar e a of r es e ar c h.  
T h er e is a pl et h or a of r es e ar c h o n t h e m ost eff e cti v e p e d a g o gi c al pr a cti c es t o a d o pt f or 
S T E M t e a c hi n g a n d l e ar ni n g, a n d t h e r e c o m m e n d ati o ns li e o n a c o nti n u u m wit h t w o o p p osi n g 
vi e ws at e a c h e n d, w hi c h ar e c o nsi d er e d b y s o m e t o b e u nt e n a bl e a n d e xtr e m e ( A br a h a ms o n & 
K a p ur, 2 0 1 8). O n o n e e n d of t h e s p e ctr u m, t h er e ar e pr a cti c es t h at e n c o ur a g e st u d e nts t o dis c o v er 
all k n o wl e d g e  o n t h eir o w n, a n d o n t h e ot h er e n d, t h er e ar e pr a cti c es d uri n g w hi c h t h e t e a c h er 
pr es e nts e x pli cit i nf or m ati o n t o st u d e nts. B et w e e n t h es e t w o e xtr e m es e xist a v ari et y of 
a p pr o a c h es t h at ar e t h e s u bj e ct of m u c h r es e ar c h.  
S e v er al s c h ol ars h a v e pr o p os e d a n u m b er of diff er e nt t a x o n o mi es f or i nstr u cti o n al 
g ui d a n c e ( e. g., L a z o n d er & H ar ms e n, 2 0 1 6). T h e i nstr u cti o n pr o vi d e d i n t h e pr es e nt st u d y c a n fit 
i nt o t h e cl assifi c ati o n s c h e m e pr o p os e d b y B ar o o d y et al. ( 2 0 1 5) i n t h at m y dir e ct i nstr u cti o n 
c o ul d b e c o nsi d e r e d “ hi g hl y g ui d e d dis c o v er y, ” b e c a us e it w as w ell str u ct ur e d , a n d it pr o vi d e d 
e x pli cit i nstr u cti o ns a n d pr a cti c e it e ms. M y g ui d e d e x pl or ati o n c o n diti o n c o ul d b e c o nsi d er e d 
“ m o d er at el y g ui d e d dis c o v er y, ” b e c a us e it i n cl u d e d t as ks t h at w er e c ar ef ull y a n d p u r p os ef ull y 
pr es e nt e d, a n d it c o nt ai n e d s o m e pr o m pts a n d n o n -dir e cti v e f e e d b a c k. L astl y, m y c o ntr ol 
c o n diti o n w o ul d b e c o nsi d er e d “ u n g ui d e d dis c o v er y, ” as t h e c hil dr e n i n t h at c o n diti o n di d n ot 
r e c ei v e a n y f e e d b a c k or s u p p ort fr o m t h e i nt er vi e w er.  
S e v er al m et a -a n al ys es h a v e b e e n c o n d u ct e d o n t h e i nfl u e n c e of p e d a g o gi c al a p pr o a c h es, 
b ut t h e r es ults ar e oft e n mi x e d ( e. g., Fr e e m a n et al., 2 0 1 4). F or e x a m pl e, Alfi eri et al. ( 2 0 1 1) 
f o u n d t h at e n h a n c e d dis c o v er y m et h o ds ( e. g., pr o visi o n of t e a c h er f e e d b a c k, e n c o ur a g e m e nt of 
st u d e nts’ s elf -e x pl a n ati o ns) g e n er all y f a cilit at e d d e e p er l e ar ni n g r el ati v e t o u n assist e d dis c o v er y 
or dir e ct t e a c hi n g. Alfi eri et al. als o f o u n d, h o w e v er, t h at e x pli cit i nstr u cti o n l e d t o m or e 
f a v or a bl e l e ar ni n g o ut c o m es w h e n c o m p ar e d t o u n assist e d dis c o v er y. M y r es e ar c h fi n di n gs als o 
pr es e nt tr a d e -off r el ati o ns b et w e e n t y p e of i nstr u cti o n a n d o ut c o m e. I f o u n d a d v a nt a g es f or dir e ct 
i nstr u cti o n o v er g ui d e d e x pl or ati o n i n s o m e c o nt e xts (i. e., l e ar ni n g), a n d I als o f o u n d t h at t h er e 
w er e s o m e c o nt e xts i n w hi c h dir e ct i nstr u cti o n w as n ot b e n efi ci al c o m p ar e d t o g ui d e d 
e x pl or ati o n. I n li n e wit h m u c h of w h at h as b e e n r e p ort e d i n pr e vi o us r es e ar c h (s e e A br a h a ms o n 
& K a p ur, 2 0 1 8; Alfi eri et al., 2 0 1 1; Cl ar k, 2 0 0 9; Kirs c h n er et al., 2 0 0 6), I f o u n d t h at c hil dr e n 
w h o r e c ei v e d n o g ui d a n c e at all di d n ot si g nifi c a ntl y o ut p erf or m c hil dr e n i n t h e dir e ct i nstr u cti o n  
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or g ui d e d e x pl or ati o n  c o n diti o ns o n a n y of t h e o ut c o m e m e as ur es. A n ot h er c o ntri b uti o n of t h e 
c urr e nt st u d y is t h at it c o m p ar e d t hr e e l e v els of i nstr u ct i o n, w h er e as s o m e of t h e pri or r es e ar c h 
e x a mi n e d t h e eff e cts of o n e a p pr o a c h c o m p ar e d t o a c o ntr ol ( e. g., C h as e & A br a h a ms o n, 2 0 0 8; 
P ur p ur a et al., 2 0 1 6; R oll et al., 2 0 0 8). I n s u m, t h er ef or e, t h e r es ults of t h e c urr e nt st u d y 
pr es e nt e d h er e d o n ot l e n d u n e q ui v o c al s u p p ort t o eit h er dir e ct i nstr u cti o n or g ui d e d e x pl or ati o n. 
R at h er, t h e r es ults off er a n u a n c e d vi e w of t h e c osts a n d b e n efits of e a c h a p pr o a c h. It is 
i m p ort a nt t o r e m e m b er, h o w e v er, t h at t h e c o n cl usi o ns st e m fr o m a c o nt e xt of i nstr u cti o n wit h 
m a n i p ul ati v es, a n d s o t h e r es ults s h o ul d b e i nt er pr et e d wit h t his i n mi n d. 
As d es cri b e d a b o v e, i nstr u cti o n al g ui d a n c e is c o m m o nl y e x a mi n e d i n e d u c ati o n al 
r es e ar c h, b ut t h er e ar e c o nsi d er a bl y f e w er i n v esti g ati o ns o n i nstr u cti o n al g ui d a n c e t h at p ert ai ns 
s p e cifi c all y t o m a ni p ul ati v es ( F ur n er & W orr ell, 2 0 1 7). O n e of t h e m ai n c o ntri b uti o ns of t his 
st u d y, t h e n, is t h at it s er v e d t o s h e d m or e li g ht o n t h e i nstr u cti o n al m et h o ds t h at s h o ul d b e us e d 
w h e n m a ni p ul ati v es ar e i n v ol v e d. A g ai n, c urr e nt r es e ar c h eff orts h a v e m o v e d p ast t h e 
e x a mi n ati o n of w h et h er or n ot m a ni p ul ati v es ar e b e n efi ci al d uri n g i nstr u cti o n ( D o n o v a n & F yf e, 
2 0 1 9; M arl e y & C ar b o n n e a u, 2 0 1 4 a; Wis e & O’ N eil, 2 0 0 9); r es e ar c h o bj e cti v es ar e n o w m or e 
f o c us e d o n t h e c o n diti o ns u n d er w hi c h i nstr u cti o n wit h m ani p ul ati v es is m ost b e n efi ci al.  
F or c hil dr e n t o b e s u c c essf ul w h e n l e ar ni n g wit h m a ni p ul ati v es, t h e y m ust i n s o m e w a y 
a p pr o pri at e t h e c o n n e cti o ns b et w e e n t h e c o n cr et e r e pr es e nt ati o n a n d its r ef er e nt (s e e D o n o v a n & 
F yf e, 2 0 1 9; D uf o ur -J a n vi er et al., 1 9 8 7; Hi e b ert, 1 9 8 4). A pr o d u cti v e a v e n u e f or f ut ur e r es e ar c h, 
t h er ef or e, is t o f o c us o n t h e i nstr u cti o n al c o n diti o ns t h at f a cilit at e c hil dr e n’s k n o wl e d g e of t h es e 
c o n n e cti o ns ( Gr a v e m eij er, 2 0 0 2). C ar b o n n e a u a n d M arl e y ( 2 0 1 5) f o u n d t h at w h e n usi n g 
m a ni p ul ati v es i n m at h e m ati cs i nstr u cti o n wit h pr es c h o ol ers, hi g h er l e v els of g ui d a n c e w er e m or e 
eff e cti v e a n d l e d t o b ett er pr o c e d ur al a n d c o n c e pt u al k n o wl e d g e, a n d tr a nsf er a biliti es. M y 
r es ults als o s u g g est a n a d v a nt a g e f or hi g h er l e v els of g ui d a n c e, b ut f or l e ar ni n g o nl y ( w hi c h I 
w o ul d c o m p ar e t o C ar b o n n e a u a n d M arl e y’s pr o c e d ur al k n o wl e d g e b e c a us e of t h e n at ur e of m y 
t as k). I f o u n d t h at l o w l e v els of g ui d a n c e w er e ass o ci at e d wit h b ett er tr a nsf er a biliti es, a fi n di n g 
t h at d e vi at es fr o m C ar b o n n e a u a n d M arl e y’s r es ults. T his dis cr e p a n c y c o ul d b e d u e t o t h e a g e of 
t h e c hil dr e n i n b ot h st u di es; t h er e is s o m e e vi d e n c e t o s u g g est t h at y o u n g er c hil dr e n b e n efit m or e 
fr o m hi g h er l e v els of g ui d a n c e t h a n ol d er c hil dr e n (s e e Alfi eri et al., 2 0 0 1). F urt h er m or e, u nli k e 
t h e pr o c e d ur es us e d i n m y st u d y, t h er e w as n o l a ps e of ti m e b et w e e n t h e l e ar ni n g a cti vit y a n d t h e 
f ar-tr a nsf er t as k i n C ar b o n n e a u a n d M arl e y’s st u d y, w hi c h c o ul d h a v e, a c c or di n g t o t h e a ut h ors, 
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aff e ct e d c hil dr e n’s a biliti es t o c o ns oli d at e i nf or m ati o n. I n s u m, m y st u d y c o ntri b ut es t o t h e fi el d 
b y a d di n g a n ot h er pi e c e of e vi d e n c e t o a n ar e a w h er e a c o ns e ns us h as y et t o b e att ai n e d.  
Lit er at ur e i n m a ni p ul ati v es -b as e d r es e ar c h h as d es cri b e d tr a d e -offs b et w e e n c ert ai n 
c h ar a ct eristi cs of m a ni p ul ati v es, s u c h as p er c e pt u al ri c h n ess ( e. g., Os a n a, Bl o n di n, et al., 2 0 1 8; 
P et ers e n & M c N eil, 2 0 1 3) a n d l e v el of c o n cr et e n ess ( e. g., F yf e, M c N eil, & S o n, 2 0 1 4), a n d 
l e ar ni n g a n d tr a nsf er. A n ot h er c o ntri b uti o n of t h e pr es e nt st u d y is t h e fi n di n g t h at t h er e ar e als o 
tr a d e-offs b et w e e n i nstr u cti o n al a p pr o a c h a n d m at h e m ati c al o ut c o m es. I n t er ms of i nstr u cti o n, 
pri or r es e ar c h h as t y pi c all y f o c us e d o n fi n di n g s u p p ort f or o n e a p pr o a c h or a n ot h er or o n 
c o m p ari n g diff er e nt a p pr o a c h es ( e. g., Os a n a et al., 2 0 1 7; Os a n a & Pits ol a ntis, 2 0 1 3), b ut m y 
st ud y e x a mi n e d t h e c o n diti o ns u n d er w hi c h dir e ct i nstr u cti o n c o ul d br e a k d o w n.  
L astl y, t his st u d y pr o vi d es i nsi g htf ul i nf or m ati o n a b o ut h o w i nstr u cti o n c a n s u p p ort 
s y m b oli c fl e xi bilit y a n d s y m b oli c fl u e n c y i n t h e c o nt e xt of m at h e m ati cs l e ar ni n g wit h 
m a ni p ul a ti v es. Littl e r es e ar c h h as f o c us e d o n c o nt e xt u al f a ct ors, i n cl u di n g i nstr u cti o n al 
a p pr o a c h, i n y o u n g c hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al a biliti es wit h m a ni p ul ati v es ( A c e v e d o Nist al et 
al., 2 0 0 9). T h e pr es e nt st u d y, t h e n, c a n s h e d li g ht o n h o w r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y a biliti es c a n 
h a v e a n i nfl u e n c e o n diff er e nt o ut c o m es ( e. g., pr o bl e m -s ol vi n g a c c ur a c y) i n c o nt e xts t h at h a v e 
n ot y et b e e n wi d el y e x pl or e d i n t h e lit er at ur e  (s e e T h o m as, 2 0 0 8). E x a mi ni n g c hil dr e n’s m et a-
r e pr es e nt ati o n al c o m p et e n c e i n t h e c o nt e xt of i nstr u cti o n wit h m a ni p ul ati v es is i m p ort a nt a n d 
s h o ul d b e c o nsi d er e d i n f ut ur e r es e ar c h i n t h at fi el d ( di S ess a & S h eri n, 2 0 0 0). T h e r es ults of m y 
st u d y r e pr es e nt a  m e a ni n gf ul c o ntri b uti o n t o t h e c urr e nt lit er at ur e b e c a us e it a d dr ess es t h e li n ks 
b et w e e n i nstr u cti o n, r e pr es e nt ati o n al a biliti es, a n d p erf or m a n c e i n y o u n g c hil dr e n’s m at h e m ati cs.  
C o n cl usi o n  
T h e pr es e nt st u d y is n ot wit h o ut its w e a k n ess es. O n e of t h e t as k s (i. e., t h e Sti c k er t as k) 
t h at w as m e a nt t o ass ess c hil dr e n’s s y m b oli c fl e xi bilit y yi el d e d i n c o n cl usi v e r es ults. C hil dr e n 
w er e as k e d t o us e t h e p olli es wit h a r ef er e nt of t h eir c h oi c e t o r e q u est a n u m b er of sti c k ers, a 
c o nt e xt t h at w as i nt e n d e d t o c a pit al i z e o n c hil dr e n’s i n h er e nt i nt er ests. T h e f a ct t h at n o n e of t h e 
p arti ci p a nts assi g n e d a r ef er e nt t h at w as pr ofit a bl e, a n d t h e f a ct t h at m ost p arti ci p a nts w er e 
“r e as o n a bl e ” i n t h eir r e q u ests, m a y i n di c at e t h at t h e y w er e t o o y o u n g t o c o nsi d er pr ofiti n g fr o m 
t h e sit u ati o n. T h us, t h e t as k mi g ht n ot h a v e b e e n s e nsiti v e t o c hil dr e n’s s y m b oli c fl e xi bilit y.  
A n ot h er m et h o d ol o gi c al w e a k n ess of t h e c urr e nt st u d y is t h e s m all n u m b er of it e ms o n 
t h e o ut c o m e m e as ur es. Als o, i n m y st u d y, t h e l e ar ni n g ass ess m e nt w as e m b e dd e d i n t h e 
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e n c o di n g i nstr u cti o n, w hi c h w as n ot i d e al b e c a us e it m a d e it diffi c ult t o m e as ur e l e ar ni n g as a 
st a n d -al o n e c o nstr u ct n ot i nfl u e n c e d b y t h e r es e ar c h er’ s i nstr u cti o ns. A m or e s uit a bl e l e ar ni n g 
t as k w o ul d h a v e b e e n c o n d u ct e d o utsi d e t h e i nstr u cti on al c o nt e xt. L astl y, e v e n t h o u g h p att er ns of 
r es ults w er e i n t h e e x p e ct e d dir e cti o n, t h e s a m pl e si z e w as n ot l ar g e, a n d t his m a y e x pl ai n t h e 
l a c k of p o w er n e e d e d t o d et e ct si g nifi c a nt diff er e n c es b et w e e n t h e dir e ct a n d g ui d e d i nstr u cti o n 
gr o u ps.  
S o m e q u es ti o ns r e m ai n u n a ns w er e d a n d n e w q u esti o ns h a v e aris e n fr o m t h e fi n di n gs of 
t his st u d y, w hi c h m e a ns t h at t h er e ar e s e v er al a v e n u es f or f ut ur e r es e ar c h. T h e pr es e nt st u d y 
f o c us e d o n e x a mi ni n g t h e c osts a n d b e n efits of dir e ct i nstr u cti o n f or l e ar ni n g a n d tr a nsf er, b ut 
ot h er f a ct ors c o ul d b e st u di e d i n c o nj u n cti o n wit h i nstr u cti o n t o i n v esti g at e m o d er ati n g eff e cts. 
A g e c o ul d b e o n e of t h e f a ct ors st u di e d; p ast d e v el o p m e nt al r es e ar c h h as s u g g est e d t h at y o u n g er, 
l ess e x p eri e n c e d l e ar n ers mi g ht n e e d m or e e x pli cit g ui d a n c e t h a n ol d er l e ar n ers ( C ar b o n n e a u et 
al., 2 0 1 3; L a z o n d er & H ar ms e n, 2 0 1 6). Pri or k n o wl e d g e h as als o b e e n s h o w n t o pl a y a r ol e (s e e 
F yf e & Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 2; Os a n a & Pits ol a ntis, 2 0 1 9; R oll et al., 2 0 1 8). Alt h o u g h t h e pr es e nt 
st u d y d et e ct e d n o i nf l u e n c e of pri or m at h e m ati c al k n o wl e d g e or ot h er c o g niti v e f a ct ors s u c h as 
w or ki n g m e m or y, e x e c uti v e f u n cti o n, a n d i n hi bit or y c o ntr ol s kills, ot h er c o g niti v e a biliti es or 
diff er e nt ass ess m e nts of t h e s a m e a biliti es c o ul d b e e x a mi n e d i n a f ut ur e st u d y.  
T h e d e v el o p m e nt of s y m b oli z ati o n, i n cl u di n g s y m b oli c s e nsiti vit y, h as b e e n s ai d t o b e 
c u m ul ati v e ( D e L o a c h e 1 9 9 1; 1 9 9 5); e x a mi ni n g t h e eff e cts of i nstr u cti o n as a f u n cti o n of 
s y m b oli z ati o n a biliti es mi g ht b e p arti c ul arl y i nsi g htf ul. R el at e dl y, e x a mi ni n g i n m or e  d et ail t h e 
f a ct ors t h at f a cilit at e c hil dr e n’s r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y a n d m et a-r e pr es e nt ati o n al c o m p et e n c e 
w o ul d b e of v al u e ( di S ess a & S h eri n, 2 0 0 0; T h o m as, 2 0 0 8). T h e m o d er ati n g eff e cts of c o nt e xt -
s p e cifi c a n d m a ni p ul ati v e -s p e cifi c attri b ut es, s u c h  as p er c e pt u al ri c h n ess (l o w t o hi g h), 
p h ysi c alit y (t w o - or t hr e e -di m e nsi o n al), l e ar n er’s l e v el f a mili arit y (l o w t o hi g h), a n d n arr ati v e 
c o nt e xt i n w hi c h t h e r e pr es e nt ati o n is c o u c h e d (l o w t o hi g h), c o ul d als o b e e x a mi n e d ( F yf e & 
N at h a n, 2 0 1 9).  
T h er e ar e als o i nstr u cti o n -r el at e d e xt e nsi o ns t o t h e c urr e nt st u d y t h at c o ul d b e e x pl or e d. 
T h e eff e cts of fr e q u e n c y a n d d ur ati o n of g ui d a n c e c o ul d als o h a v e a n i m p a ct o n l e ar ni n g a n d 
tr a nsf er o ut c o m es ( Cl ar k, 2 0 0 9; L a z o n d er & H ar ms e n, 2 0 1 6), as c o ul d d el a y e d tr a nsf er t as ks t o 
ass ess t h e l o n g -t er m eff e cts of diff er e nt i nstr u cti o n al a p pr o a c h es. I n a d diti o n, t h e i d e a of 
gr a d u all y f a di n g c o n cr et e r e pr es e nt ati o ns a n d r e pl a ci n g t h e m wit h a bstr a ct o n es (i. e., 
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c o n cr et e n ess f a di n g, D o n o v a n & F yf e, 2 0 1 9; F yf e, D e C ar o, & Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 4; F yf e & 
N at h a n, 2 0 1 9) h as g e n er at e d r e c e nt att e nti o n. T h e r ol e of i nstr u cti o n al g ui d a n c e i n t h e tr a nsiti o n 
fr o m c o n cr et e t o a bstr a ct r e pr es e nt ati o ns is o nl y b e gi n ni n g t o g ai n tr a cti o n i n t h e r es e ar c h 
c o m m u nit y (s e e Os a n a et al., 2 0 1 7). T o g a i n a b ett er u n d erst a n di n g of w hi c h as p e cts of g ui d e d 
e x pl or ati o n ar e m ost b e n efi ci al w o ul d r e q uir e t h e e x pli cit c o m p aris o n of c ar ef ull y -d esi g n e d 
c o n diti o ns t h at w o ul d diff er o n t h e t y p e a n d a m o u nt of f e e d b a c k c hil dr e n r e c ei v e ( e. g., F yf e & 
Rittl e -J o h ns o n, 2 0 1 2, 2 0 1 6 ; L a z o n d er & H ar ms e n, 2 0 1 6). L astl y, t o m a xi mi z e a p pli c a bilit y t o 
t h e cl assr o o m, r e pli c ati o ns of c urr e nt r es e ar c h w o ul d t a k e pl a c e i n cl assr o o m s etti n gs a n d i n cl u d e 
ot h er tr a nsf er -r el at e d o ut c o m es ( e. g., tr a nsf er t o writt e n r e pr es e nt ati o ns; Utt al et al., 2 0 0 3), 
t h er e b y l e n di n g it gr e at er e c ol o gi c al v ali dit y ( L o e hr et al., 2 0 1 4). 
T h er e ar e s e v er al e d u c ati o n al i m pli c ati o ns t h at st e m fr o m t his r es e ar c h. First, t h e fi n di n gs 
d o n ot l e n d s u p p ort t o t h e us e of dis c o v er y l e ar ni n g f or eit h er l e ar ni n g or tr a nsf er (s e e als o 
Alfi eri et al., 2 0 1 1). W h at d o es e m er g e fr o m t h e d at a, h o w e v er, is t h at t h er e ar e b e n efits t o b ot h 
dir e ct i nstr u cti o n a n d g ui d e d e x pl or ati o n. T his d o es n ot m e a n t h at b ot h a p pr o a c h es n e e d t o b e 
c o m bi n e d or us e d at t h e s a m e ti m e i n t h e cl ass r o o m. T h e c h oi c e of s el e cti n g o n e or t h e ot h er will 
d e p e n d o n t h e t e a c h er’s g o als a n d o bj e cti v es f or t h e st u d e nts. M or e s p e cifi c all y, if t e a c h ers ar e 
ai mi n g f or effi ci e nt r ot e l e ar ni n g, t h e n dir e ct i nstr u cti o n mi g ht b e b e n efi ci al. T e a c hi n g t hr o u g h 
g ui d e d e x pl or ati o n m a y t a k e c hil dr e n l o n g er t o l e ar n t h e c o n c e pts, b ut m y fi n di n gs s u g g est t h at 
t h e y c a n c o m p e ns at e f or t h e a d diti o n al ti m e b y tr a nsf erri n g t h eir l e ar ni n g t o n o v el c o nt e xts. T h e 
i d e a t h at e d u c at ors s h o ul d c o nsi d er t h e ali g n m e nt b et w e e n t h e p e d a g o gic al a p pr o a c h es t h e y 
c h o os e t o us e a n d t h e l e ar ni n g o ut c o m es t h e y d esir e is i m p ort a nt a n d h as b e e n s u g g est e d i n ot h er 
r es e ar c h as w ell ( e. g., B el e n k y & S c h al k, 2 0 1 4; Hi e b ert & Gr o u ws, 2 0 0 7; H us h m a n & M arl e y, 
2 0 1 5; Os a n a et al., 2 0 1 7; Os a n a, Pr z e d n o w e k , et a l., 2 0 1 8). I n d e e d, w h e n t h e c hil dr e n i n m y 
st u d y h a d a hi g h l e v el of r e pr es e nt ati o n al v ers atilit y, t h e y w er e m or e a c c ur at e w h e n s ol vi n g w or d  
pr o bl e ms. T h e c o nti n u e d d e v el o p m e nt of t h es e r e pr es e nt ati o n al a biliti es s h o ul d b e e n c o ur a g e d i n 
t h e cl assr o o m b y pro vi di n g a n d li n ki n g m ulti pl e r e pr es e nt ati o ns, f or e x a m pl e ( e. g., T h o m as, 




8 7  
R ef e r e n c es  
A br a h a ms o n, D., & K a p ur, M. ( 2 0 1 8). R ei n v e nti n g dis c o v er y l e ar ni n g: a fi el d-wi d e r es e ar c h 
pr o gr a m.  I nstr u cti o n al S ci e n c e, 4 6 ( 1), 1-1 0.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 1 2 5 1 -0 1 7 -9 4 4 4 -y  
A c e v e d o Nist al,  A.,  V a n D o or e n, W., Cl ar e b o ut, J. E ., & V ers c h aff el, L. ( 2 0 0 9). 
C o n c e pt u alisi n g, i n v esti g ati n g a n d sti m ul ati n g r e pr es e nt ati o n al fl e xi bilit y i n 
m at h e m ati c al pr o bl e m s ol vi n g a n d l e ar ni n g: a criti c al r e vi e w. Z D M M at h e m ati cs 
E d u c ati o n, 4 1 , 6 2 7-6 3 6. htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 1 8 5 8 -0 0 9 -0 1 8 9 -1  
A dri e n, E., Os a n a, H. P., Utt al, D., & Orsi ni, A. ( 2 0 1 9, M ar c h). I nstr u cti o n al en vir o n m e nt 
i nfl u e n c es h o w first-gr a d ers i nt er a ct wit h m at h m a ni p ul ati v es  [ P ost er pr es e nt ati o n]. 
S o ci et y f or R es e ar c h i n C hil d D e v el o p m e nt bi e n ni al m e eti n g, B alti m or e, M D.  
Ai ns w ort h, S. ( 1 9 9 9). T h e f u n cti o ns of m ulti pl e r e pr es e nt ati o ns.  C o m p ut ers & E d u c ati o n , 3 3 ( 2-
3), 1 3 1 -1 5 2.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ S 0 3 6 0 -1 3 1 5( 9 9) 0 0 0 2 9 -9  
Alfi eri, L., Br o o ks, P. J., Al dri c h, N. J., & T e n e n b a u m, H. R. ( 2 0 1 1). D o es dis c o v er y -b as e d 
i nstr u cti o n e n h a n c e l e ar ni n g ? J o ur n al of E d u c ati o n al P s y c h ol o g y , 1 0 3 ( 1), 1-1 8.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 7/ a 0 0 2 1 0 1 7  
Ali b ali, M. W., & N at h a n, M. J. ( 2 0 1 2) E m b o di m e nt i n m at h e m ati cs t e a c hi n g a n d l e ar ni n g: 
E vi d e n c e fr o m l e ar n ers ’ a n d te a c h ers ’ g est ur es. J o ur n al of t h e L e ar ni n g S ci e n c es , 2 1 ( 2), 
2 4 7 -2 8 6.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 8 0/ 1 0 5 0 8 4 0 6. 2 0 1 1. 6 1 1 4 4 6  
Astl e, A., K a m a w ar, D., V e n d etti, C., & P o dj ar n y, G. ( 2 0 1 3). W h e n t his m e a ns t h at: T h e r ol e of 
w or ki n g m e m or y a n d i n hi bit or y c o ntr ol i n c hil dr e n’s u n d erst a n di n g of 
r e pr es e nt ati o ns. J o ur n al of E x p eri m e nt al C hil d P s y c h ol o g y , 1 1 6 ( 2), 1 6 9-1 8 5.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/j.j e c p. 2 0 1 3. 0 5. 0 0 3  
B a d d el e y, A. ( 1 9 9 0). H u m a n m e m or y . Erl b a u m. 
B all, D. L. ( 1 9 9 2). M a gi c al h o p es: M a ni p ul ati v es a n d t h e r ef or m of m at h e d u c ati o n.  A m eri c a n 
E d u c at or: T h e P r of essi o n al J o ur n al of t h e A m eri c a n F e d er ati o n of T e a c h ers , 1 6 ( 2). 
B all, D. L. ( 1 9 9 3). H al v es, pi e c es, a n d t w ot hs: C o nstr u cti n g a n d u si n g r e pr es e nt ati o n al c o nt e xts 
i n t e a c hi n g fr a cti o ns. I n T. P. C ar p e nt er, E. F e n n e m a, & T. A. R o m b er g ( E ds.), R ati o n al 
n u m b ers: A n i nt e gr ati o n of r es e ar c h ( p p. 1 5 7-1 9 6). Erl b a u m.  
B ar o o d y, A. J., P ur p ur a, D. J., Eil a n d, M. D., & R ei d, E. E. ( 2 0 1 5). T h e i m p a ct of hi g hl y a n d 
mi ni m all y g ui d e d dis c o v er y i nstr u cti o n o n pr o m oti n g t h e l e ar ni n g of r e as o ni n g str at e gi es 
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f or b asi c a d d-1 a n d d o u bl es c o m bi n ati o ns.  E arl y C hil d h o o d R es e ar c h Q u art erl y , 3 0 , 9 3-
1 0 5.  htt p:// d x. d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/j. e cr es q. 2 0 1 4. 0 9. 0 0 3  
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o n e n g a g e m e nt, l e ar ni n g, a n d tr a nsf er.  T h e J o ur n al of Pr o bl e m S ol vi n g , 2 ( 2), 6. 
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k n o wl e d g e r e pr es e nt ati o ns.  E d u c ati o n al Ps y c h ol o g y R e vi e w , 2 6 ( 1), 2 7-5 0.  
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M et h o d ol o gi c al a n d t h e or eti c al c o nsi d er ati o ns.  Br ai n a n d C o g niti o n , 3 8 ( 3), 3 1 7-3 3 8.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 6/ br c g. 1 9 9 8. 1 0 3 9  
Bi al yst o k, E. ( 1 9 9 2 a). T h e e m er g e n c e of s y m b oli c t h o u g ht: I ntr o d u cti o n.  C o g niti v e 
D e v el o p m e nt , 7, 2 6 9 -2 7 2.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ 0 8 8 5 -2 0 1 4( 9 2) 9 0 0 1 5 -J 
Bi al yst o k, E. ( 1 9 9 2 b). S y m b oli c r e pr es e nt ati o n of l ett ers a n d n u m b ers.  C o g niti v e D e v el o p m e nt , 
7, 3 0 1 -3 1 6.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ 0 8 8 5 -2 0 1 4( 9 2) 9 0 0 1 8 -M  
Bi al yst o k, E. ( 2 0 0 0). S y m b oli c r e pr es e nt ati o n a cr oss d o m ai ns i n pr es c h o ol c hil dr e n.  J o ur n al of 
E x p eri m e nt al C hil d P s y c h ol o g y , 7 6 ( 3), 1 7 3-1 8 9.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 6/j e c p. 1 9 9 9. 2 5 4 8  
Bi al yst o k, E., & C o d d, J. ( 1 9 9 6). D e v el o pi n g r e pr es e nt ati o ns of q u a ntit y.  C a n a di a n J o ur n al of 
B e h a vi o ur al S ci e n c e/ R e v u e c a n a di e n n e d es s ci e n c es d u c o m p ort e m e nt , 2 8 ( 4), 2 8 1-
2 9 1.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 7/ 0 0 0 8 -4 0 0 X. 2 8. 4. 2 8 1  
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htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 0 6 4 8 -0 1 4 -9 2 5 9 -1  
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pr o bl e ms, p ot e nti al s ol uti o ns. C hil d D e v el o p m e nt P ers p e cti v es , 3 ( 3), 1 6 0-1 6 4.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/j. 1 7 5 0 -8 6 0 6. 2 0 0 9. 0 0 0 9 8. x  
B ur ns, B. A., & H a m m, E. M. ( 2 0 1 1). A c o m p aris o n of c o n cr et e a virt u al m a ni p ul ati v e us e i n 
t hir d- a n d f o urt h -gr a d e m at h e m ati cs. S c h o ol S ci e n c e a n d M at h e m ati cs, 1 1 1 ( 6), 2 5 6-2 6 1.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/j. 1 9 4 9 -8 5 9 4. 2 0 1 1. 0 0 0 8 6. x  
C all a g h a n, T., & C or bit, J. ( 2 0 1 5). T h e d e v el o p m e nt of s y m b oli c r e pr es e nt ati o n. I n R. M. L er n er, 
L. S. Li b e n,  & U. M u ell er ( E ds.).  H a n d b o o k of c hil d ps y c h ol o g y a n d d e v el o p m e nt al 
s ci e n c e, V ol u m e 2, C o g niti v e Pr o c ess es, 7 t h e diti o n  ( p p. 1-4 6). Wil e y.  
C ar b o n n e a u, K. J., & M arl e y, S. C. ( 2 0 1 5). I nstr u cti o n al g ui d a n c e a n d r e alis m of m a ni p ul ati v es 
i nfl u e n c e pr es c h o ol chil dr e n's m at h e m ati cs l e ar ni n g.  T h e J o ur n al of E x p eri m e nt al 
E d u c ati o n , 8 3 ( 4), 4 9 5-5 1 3.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 8 0/ 0 0 2 2 0 9 7 3. 2 0 1 4. 9 8 9 3 0 6  
C ar b o n n e a u, K. J., M arl e y, S. C., & S eli g, J. P. ( 2 0 1 3). A m et a -a n al ysis of t h e effi c a c y of 
t e a c hi n g m at h e m ati cs wit h c o n cr et e m a ni p ul ati v es. J o ur n al of E d u c ati o n al Ps y c h ol o g y, 
1 0 5 ( 2), 3 8 0-4 0 0.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 7/ a 0 0 3 1 0 8 4  
C arl et o n U ni v ersit y M at h L a b.  ( 2 0 1 7). G o/ N o G o ( V ersi o n 1. 1. 0 1) [i P a d s oft w ar e]. 
htt ps:// c arl et o n. c a/ c a cr/ m at h -l a b/ a p ps/ g o n o-g o -a p p/  
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f u n cti o n. I n A. Wi nsl er, C. F er n y h o u g h, & I. M o nt er o ( E ds.), Pri v at e s p e e c h, e x e c uti v e 
f u n cti o ni n g, a n d t h e d e v el o p m e nt of v er b al s elf-r e g ul ati o n  ( p p. 1 6 3-1 7 5). C a m bri d g e 
U ni v ersit y Pr ess.  
C ar p e nt er, T. P., A ns ell, E., Fr a n k e, M. L., F e n n e m a, E., & W eis b e c k, L. ( 1 9 9 3). M o d els of 
pr o bl e m s ol vi n g: A st u d y of ki n d er g art e n c hil dr e n's pr o bl e m -s ol vi n g pr o c ess es.  J o ur n al 
f or R es e ar c h i n M at h e m ati cs E d u c ati o n, 4 2 8-4 4 1.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 2 3 0 7/ 7 4 9 1 5 2  
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C arr a h er, T. N., C arr a h er, D. W., & S c hli e m a n n, A. D. ( 1 9 8 5). M at h e m ati cs i n t h e str e et a n d i n 
s c h o ols. Britis h J o ur n al of D e v el o p m e nt al Ps y c h ol o g y, 3 , 2 1-2 9. 
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/j. 2 0 4 4 -8 3 5 X. 1 9 8 5.t b 0 0 9 5 1. x  
C e u p p e ns, S., D e pr e z, J., D e h a e n e, W., & D e C o c k, M. ( 2 0 1 8). D esi g n a n d v ali d ati o n of a t est 
f or r e pr es e nt ati o n al fl u e n c y of 9t h gr a d e st u d e nts i n p h ysi cs a n d m at h e m ati cs: T h e c as e 
of li n e ar f u n cti o ns.  P h ysi c al R e vi e w P h ysi cs E d u c ati o n R es e ar c h , 1 4 ( 2), 1-1 9.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 0 3/ P h ys R e v P h ys E d u c R es. 1 4. 0 2 0 1 0 5  
C h a o, S. J., Sti gl er, J. W., & W o o d w ar d, J. A. ( 2 0 0 0). T h e eff e cts of p h ysi c al m at eri als o n 
ki n d er g art n ers’ l e ar ni n g of n u m b er c o n c e pts.  C o g niti o n a n d I nstr u cti o n , 1 8 ( 3), 2 8 5-3 1 6.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 2 0 7/ S 1 5 3 2 6 9 0 X CI 1 8 0 3 _ 1  
C h as e, K., & A br a h a ms o n, D. ( 2 0 1 8). S e ar c hi n g f or b uri e d tr e as ur e: u n c o v eri n g dis c o v er y i n 
dis c o v er y -b as e d l e ar ni n g.  I nstr u cti o n al S ci e n c e, 4 6 ( 1), 1 1-3 3.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 1 2 5 1 -0 1 7 -9 4 3 3 -1  
C hi, M. ( 2 0 0 0). S elf -e x pl ai ni n g e x p osit or y t e xts: T h e d u al pr o c ess es of g e n er ati n g i nf er e n c es 
a n d r e p airi n g m e nt al m o d els. I n R. Gl as er ( E d.), A d v a n c es i n i nstr u cti o n al ps y c h ol o g y , 
V ol u m e 5  ( p p. 1 6 1-2 3 8). Erl b a u m.  
Cl ar k, R. E. ( 2 0 0 9). H o w m u c h a n d w h at t y p e of g ui d a n c e is o pti m al f or l e ar ni n g fr o m 
i nstr u cti o n. I n T o bi as, S., & D uff y, T. M. ( E ds.), C o nstr u cti vist i nstr u cti o n: S u c c ess or 
f ail ur e ( p p. 1 5 8-1 8 3).  R o utl e d g e . 
Cl e m e nts, D. H., & J os wi c k, C. ( 2 0 1 8). Br o a d e ni n g t h e h ori z o ns of r es e ar c h o n dis c o v er y -b as e d 
l e ar ni n g. I nstr u cti o n al S ci e n c e, 4 6 ( 1), 1 5 5-1 6 7.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 1 2 5 1 -0 1 8 -
9 4 4 9 -1  
C o b b, P., Y a c k el, E., & W o o d, T. ( 1 9 9 2). A c o nstr u cti vist alt er n ati v e t o t h e r e pr es e nt ati o n al 
vi e w of mi n d i n m at h e m ati cs e d u c ati o n.  J o ur n al f or R es e ar c h i n M at h e m ati cs E d u c ati o n , 
2 -3 3.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 2 3 0 7/ 7 4 9 1 6 1  
C o m m o n C or e St at e St a n d ar ds I niti ati v e. ( 2 0 1 0). C o m m o n C or e St at e St a n d ar ds f or 
M at h e m ati cs . W as hi n gt o n, D C: N ati o n al G o v er n ors Ass o ci ati o n C e nt er f or B est 
Pr a cti c es a n d t h e C o u n cil of C hi ef St at e S c h o ol Offi c ers.  
D e C ar o, M. S., & Rittl e -J o h ns o n, B. ( 2 0 1 2). E x pl ori n g m at h e m ati cs pr o bl e ms pr e p ar es c hil dr e n 
t o l e ar n fr o m i nstr u cti o n. J o ur n al of E x p eri m e nt al C hil d P s y c h ol o g y , 1 1 3 ( 4), 5 5 2-5 6 8.  
htt p:// d x. d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/j.j e c p. 2 0 1 2. 0 6. 0 0 9  
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pr o bl e m -s ol vi n g a bilit y i n fr a cti o n a n d d e ci m al n u m b er a d diti o n: A str u ct ur al 
m o d el.  I nt er n ati o n al J o ur n al of S cie n c e a n d M at h e m ati cs E d u c ati o n , 1 4 ( 2), 3 9 7-4 1 7.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 0 7/s 1 0 7 6 3 -0 1 5 -9 6 2 5 -6  
D e L o a c h e, J. S. ( 1 9 8 7). R a pi d c h a n g e i n t h e s y m b oli c f u n cti o ni n g of v er y y o u n g 
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D e L o a c h e, J. S. ( 1 9 9 1). S y m b oli c f u n cti o ni n g i n v er y y o u n g c hil dr e n: U n d erst a n di n g of pi ct ur es 
a n d m o d els. C hil d D e v el o p m e nt, 6 2, 7 3 6 -7 5 2.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/j. 1 4 6 7 -
8 6 2 4. 1 9 9 1.t b 0 1 5 6 6. x  
D e L o a c h e, J. S. ( 1 9 9 5). E arl y u n d erst a n di n g a n d us e of s y m b ols: T h e M o d el m o d el. C urr e nt 
Dir e cti o ns i n Ps y c h ol o gi c al S ci e n c e, 4 ( 4), 1 0 9-1 1 3.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/ 1 4 6 7 -
8 7 2 1. e p 1 0 7 7 2 4 0 8  
D e L o a c h e, J. S. ( 2 0 0 0). D u al r e pr es e nt ati o n a n d y o u n g c hil dr e n ’s us e of s c al e m o d els.  C hil d 
D e v el o p m e nt , 7 1 ( 2), 3 2 9-3 3 8.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 1 1 1/ 1 4 6 7 -8 6 2 4. 0 0 1 4 8  
D e L o a c h e, J. S., d e M e n d o z a, O. A. P., & A n d ers o n, K. N. ( 1 9 9 9). M ulti pl e f a ct ors i n e arl y 
s y m b ol us e: I nstr u cti o ns, si mil arit y, a n d a g e i n u n d erst a n di n g a s y m b ol -r ef er e nt 
r el ati o n. C o g niti v e D e v el o p m e nt , 1 4 ( 2), 2 9 9-3 1 2.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ S 0 8 8 5 -
2 0 1 4( 9 9) 0 0 0 0 6 -4  
D e L o a c h e, J. S., & M ar z olf, D. P. ( 1 9 9 2). W h e n a pi ct ur e is n ot w ort h a t h o us a n d w or d s: Y o u n g 
c hil dr e n's u n d erst a n di n g of pi ct ur es a n d m o d els.  C o g niti v e D e v el o p m e nt , 7 ( 3), 3 1 7-3 2 9.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ 0 8 8 5 -2 0 1 4( 9 2) 9 0 0 1 9 -N  
D e L o a c h e, J. S., Utt al, D. H., & Pi err o uts a k os, S. L. ( 1 9 9 8). T h e d e v el o p m e nt of e arl y 
s y m b oli z ati o n: E d u c ati o n al i m pli c ati o ns. L e ar ni n g a n d I nstr u cti o n, 8 ( 4), 3 2 5-3 3 9.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ S 0 9 5 9 -4 7 5 2( 9 7) 0 0 0 2 5 -X  
di S ess a A. A., & S h eri n, B. L. ( 2 0 0 0). M et a -r e pr es e nt ati o n: A n i ntr o d u cti o n. T h e J o ur n al of 
M at h e m ati c al B e h a vi or , 1 9 ( 4), 3 8 5-3 9 8.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 1 6/ S 0 7 3 2 -3 1 2 3( 0 1) 0 0 0 5 1 -7  
D o n o v a n, A. M., & F yf e, E. ( 2 0 1 9, J u n e 2 1). C o n n e cti n g c o n cr et e o bj e cts a n d a bstr a ct s y m b ols 
pr o m ot es c hil dr e n's m at h e m ati cs l e ar ni n g. htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 3 1 2 3 4/ osf.i o/ y e 2j 6  
D uf o ur -J a n vi er, B., B e d n ar z, N., & B el a n g er, M. ( 1 9 8 7). P e d a g o gi c al c o nsi d er ati o ns c o n c er ni n g 
t h e pr o bl e m of r e pr es e nt ati o n. I n C. J a n vi er ( E d.), Pr o bl e ms of r e pr es e nt ati o n i n t h e 
t e a c hi n g a n d l e ar ni n g of m at h e m ati cs  ( p p. 1 0 9-1 2 2). Erl b a u m.  
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D uri k, A. M., & H ar a c ki e wi c z, J. M. ( 2 0 0 7). Diff er e nt str o k es f or diff er e nt f ol ks: H o w 
i n di vi d u al i nt er est m o d er at es t h e eff e cts of sit u ati o n al f a ct ors o n t as k i nt er est. J o ur n al of 
E d u c ati o n al Ps y c h ol o g y, 9 9 ( 3), 5 9 7 -6 1 0.  htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 0 3 7/ 0 0 2 2 -0 6 6 3. 9 9. 3. 5 9 7  
E m ps o n, S. B. ( 1 9 9 9). E q u al s h ari n g a n d s h ar e d m e a ni n g: T h e d e v el o p m e nt of fr a cti o n c o n c e pts 
i n a first-gr a d e cl assr o o m. C o g niti o n a n d I nstr u cti o n, 1 7 ( 3), 2 8 3-3 4 2.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 2 0 7/ S 1 5 3 2 6 9 0 X CI 1 7 0 3 _ 3  
E m ps o n, S. B., L e vi, L., & C ar p e nt er, T. P. ( 2 0 1 1). T h e al g e br ai c n at ur e of fr a cti o ns: D e v el o pi n g 
r el ati o n al t hi n ki n g i n el e m e nt ar y s c h ool. I n  J. C ai, & E. K n ut h ( E ds.),  E arl y 
al g e br aiz ati o n  ( p p. 4 0 9-4 2 8). S pri n g er.  
E n glis h, L. D. ( 2 0 0 4). M at h e m ati c al a n d a n al o gi c al r e as o ni n g. I n L. E n glis h ( E d.), M at h e m ati c al 
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Gi bs o n, J. J. ( 1 9 7 7). T h e t h e or y of aff or d a n c es. I n R. S h a w & J. Br a nsf or d ( E ds.), P er c ei vi n g, 
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e x p eri e nti al, a n d i n q uir y -b as e d t e a c hi n g. E d u c ati o n al Ps y c h ol o gist, 4 1 , 7 5– 8 6.  
htt ps:// d oi. or g/ 1 0. 1 2 0 7/s 1 5 3 2 6 9 8 5 e p 4 1 0 2 _ 1  
Kl a hr, D. ( 2 0 0 9). “ T o e v er y t hi n g t h er e is a s e as o n, a n d a ti m e t o e v er y p ur p os e u n d er t h e 
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N at h a n, M. J., St e p h e ns, A. C., M as ari k, D. K., Ali b ali, M. W., & K o e di n g er, K. R. ( 2 0 0 2). I n 
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I N F O R M A TI O N A N D C O N S E N T T O P A R TI CI P A T E I N A R E S E A R C H S T U D Y 
 
S t u d y Ti tl e: C osts a n d B e n efits of T elli n g C hil d r e n t h e Q u a ntit ati v e M e a ni n g of M a ni p ul ati v es  
R e s e a r c h e r: H el e n a P. Os a n a  
R e s e a r c h e r’ s C o n t a c t I nf o r m a ti o n:  
h el e n a. os a n a @ c o n c o r di a. c a  
5 1 4 -8 4 8 -2 4 2 4 e xt. 2 5 4 3   
1 4 5 5 d e M ais o n n e u v e O u est  
M o nt r é al, Q C  
H 3 G 1 M 8  
S t u d y I n v e s ti g a t o r: E m m a n u ell e A d ri e n  
S t u d y I n v e s ti g a t o r’ s C o n t a c t I nf o r m a ti o n: e m m a n u ell e. a d ri e n @ c o n c o r di a. c a  
 
S o u r c e of f u n di n g f o r t h e s t u d y: S o ci al S ci e n c es a n d H u m a niti es R es e a r c h C o u n cil of 
C a n a d a ( S S H R C)  
 
Y o u r  c hil d  is  b ei n g  i n vit e d  t o  p a rti ci p at e  i n  t h e  r es e a r c h  st u d y m e nti o n e d  a b o v e.  T his  f o r m  p r o vi d es 
i nf o r m ati o n a b o ut w h at p a rti ci p ati n g w o ul d m e a n f o r hi m o r h e r. Pl e as e r e a d it c a r ef ull y b ef o r e d e ci di n g 
if y o u w a nt y o u r c hil d t o p a rti ci p at e o r n ot. If t h e r e is a n yt hi n g y o u d o n ot u n d e rst a n d, o r if y o u w a nt 
m o r e i nf o r m ati o n, pl e as e as k t h e r es e a r c h e r.  
 
A.  P U R P O S E  
 
T h e  p u r p os e  of  t h e  r es e a r c h  is  t o  b ett e r  u n d e rst a n d  t h e  w a ys  i n  w hi c h  c hil d r e n  i n  p r e -ki n d e r g a rt e n, 
ki n d e r g a rt e n, a n d G r a d e 1 l e a r n a n d u n d e rst a n d m at h c o n c e pts a n d s y m b ols.  
 
 
B.  P R O C E D U R E S  
 
If y o u d e ci d e t h at y o u r c hil d m a y p a rti ci p at e i n t his r es e a r c h, h e/s h e will m e et i n di vi d u all y o n o n e o r t w o 
o c c asi o ns wit h a r es e a r c h assist a nt. D u ri n g t h es e i n di vi d u al m e eti n gs, y o u r c hil d will d o s o m e c o u nti n g 
a cti viti es a n d s ol v e w o r d p r o bl e ms wit h bl o c ks a n d ot h e r o bj e cts. T h es e m e eti n gs will b e c o n d u ct e d i n a 
q ui e t pl a c e o n s c h o ol g r o u n ds, s u c h as t h e s c h o ol li b r a r y a n d will l ast a p p r o xi m at el y 3 0 mi n ut es e a c h.  
T h e r es e a r c h assist a nt w o ul d als o li k e t o vi d e ot a p e t h e c o n v e rs ati o ns t h e y h a v e wit h y o u r c hil d a b o ut 
m at h o nl y. T his will h el p us b ett e r u n d e rst a n d h o w c hi l d r e n t hi n k a b o ut m at h c o n c e pts. T h e f o c u s of 
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t h e r e c o r di n g s will b e o n y o u r c hil d’ s h a n d s o nl y. Hi s o r h e r f a c e will n e v e r b e c a p t u r e d o n 
t a p e.  T h es e vi d e o r e c o r di n gs will b e us e d f o r r es e a r c h a n d t r ai ni n g p u r p os es o nl y a n d will n ot b e 
s h a r e d wit h a n y o n e o utsi d e t h e r es e a r c h t e a m.  
 
C.  RI S K S A N D B E N E FI T S  
 
P ot e nti al b e n efits i n cl u d e b ei n g e x p os e d t o m at h i d e as a n d a cti viti es t h at h a v e b e e n s h o w n t o h el p y o u r 
c hil d  t hi n k  d e e pl y  a b o ut  i m p o rt a nt  c o n c e pts  i n  t h e  c u r ri c ul u m.  Y o u r  c hil d  will  b e n efit  b y  t hi n ki n g  a n d 
t al ki n g  a b o ut  t h es e  c o n c e pts  b e c a us e  t h e y  will  p r e p a r e  hi m  o r  h e r  f o r  t h e  m at h  c u r ri c ul u m  t a u g ht 
t h r o u g h o ut el e m e nt a r y s c h o ol a n d b e y o n d. 
 
Vi d e o r e c o r di n gs a n d ot h e r d at a will b e c oll e ct e d f o r t h e st u d y. T o mi ni mi z e t h e ris k t o p a rti ci p a nts a n d 
t o  m a xi mi z e  c o nfi d e nti alit y,  w e  will  e ns u r e  t h at  t h r o u g h o ut  t h e  i nt e r vi e w  o nl y  y o u r  c hil d’s  h a n ds  a r e 
r e c o r d e d a n d n ot t h ei r f a c es. A d diti o n all y, all r e c o r di n gs will b e st o r e d i n D r. Os a n a's l o c k e d l a b o r at o r y 
o n a p ass w o r d -p r ot e ct e d d e vi c e at all ti m es.  
 
D u ri n g t h e i n di vi d u al i nt e r vi e w, t h e ris ks a r e mi ni m al. It is p ossi bl e t h at y o u r c hil d g ets b o r e d d u ri n g t h e 
i n di vi d u al i nt e r vi e w o r g ets f r ust r at e d be c a us e t h e m at h q u esti o ns m a y b e diff e r e nt f r o m t h e o n es h e o r 
s h e e x p e ri e n c es i n cl ass. If at a n y p oi nt a n d f o r w h at e v e r r e as o n y o u r c hil d d o es n ot w a nt t o c o nti n u e 
p a rti ci p ati n g, w e will st o p all a cti vit y a n d b ri n g y o u r c hil d b a c k t o t h e cl ass r o o m.  
 
D. C O N FI D E N TI A LI T Y  
 
W e will g at h e r t h e f oll o wi n g i nf o r m ati o n as p a rt of t his r es e a r c h:  
- Vi d e ot a p e d i nt e r vi e ws (t ot al 3 0 -6 0 mi n ut es). Y o u r c hil d will d o s o m e c o u nti n g a cti viti es a n d s ol v e 
w o r d p r o bl e ms wit h bl o c ks a n d ot h e r o bj e cts d u ri n g t h e vi d e ot a p e d i nt e r vi e ws.  
- Y o u r c hil d’s a g e, g e n d e r, a n d et h ni cit y.  
 
B y  all o wi n g  y o u r  c hil d  t o  p a rti ci p at e,  y o u  a g r e e  t o  l et  t h e  r es e a r c h e rs  h a v e  a c c ess  t o  t h e  c oll e ct e d 
i nf o r m ati o n.  
 
W e will n ot all o w a n y o n e t o a c c ess t h e i nf o r m ati o n, e x c e pt p e o pl e di r e ctl y i n v ol v e d i n c o n d u cti n g t h e 
r es e a r c h ( H. Os a n a, E. A d ri e n, D. Utt al ( P r of ess o r at N o rt h w est e r n U ni v e rsit y, U S A, c oll a b o r at o r o n t his 
p r oj e ct), a n d [ n a m e of r es e a r c h assist a nts –  T B D]), a n d e x c e pt as d es c ri b e d i n t his f o r m. O nl y H. Os a n a 
a n d E. A d ri e n will h a v e a c c ess t o y o u r c hil d’s n a m e. W e will o nl y us e t h e i nf o r m ati o n f o r t h e p u r p os es of 
t h e r es e a r c h a n d t r ai ni n g d es c ri b e d i n t his f o r m. 
 
T o  v e rif y  t h at  t h e  r es e a r c h  is  b ei n g  c o n d u ct e d  p r o p e rl y,  r e g ul at o r y  a ut h o riti es  mi g ht  e x a mi n e  t h e 
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T h e i nf o r m ati o n g at h e r e d will b e k e pt st ri ctl y c o nfi d e nti al. T his m e a ns t h at t h e r es e a r c h t e a m (i. e., H. 
Os a n a, E. A d ri e n, a n d R es e a r c h Assist a nts w h o will b e hi r e d t o assist i n t h e d at a c oll e cti o n) will k n o w 
y o u r c hil d’s r e al i d e ntit y, b ut it will n ot b e dis cl os e d.  
 
W e will p r ot e ct t h e i nf o r m ati o n b y k e e pi n g it o n a p ass w o r d -p r ot e ct e d c o m p ut e r i n t h e r es e a r c h l a b of 
H. Os a n a i n t h e F G B uil di n g ( F G 6. 4 0 3) a n d i n a l o c k e d  fili n g c a bi n et i n t h e s a m e offi c e. O nl y t h e r es e a r c h 
assist a nts o n t his p r oj e ct will h a v e t h e p ass w o r d a n d t h e k e y t o t h e fili n g c a bi n et. T h e offi c e is k e pt l o c k e d 
at all ti m es.  
 
W e i nt e n d t o p u blis h t h e r es ults of t h e r es e a r c h, b ut it will n ot b e p ossi bl e t o i d e ntif y y o u r c hil d i n t h e 
p u blis h e d r es ults.  
 
W e will d est r o y t h e i nf o r m ati o n fi v e y e a rs aft e r t h e l ast p r es e nt ati o n o r p u bli c ati o n t h at is g e n e r at e d f r o m 
t his st u d y. 
 
I n c e rt ai n sit u ati o ns w e mi g ht b e l e g all y r e q ui r e d t o dis cl os e t h e i nf o r m ati o n y o ur c hil d p r o vi d es. T his 
i n cl u d es sit u ati o ns w h e r e dis c o v e ri es, s u c h as c hil d a b us e o r a n i m mi n e nt t h r e at of s e ri o us h a r m t o s p e cifi c 
i n di vi d u als, a r e u n c o v e r e d as a r es ult of o u r i nt e r a cti o ns. If t his ki n d of sit u ati o n a ris es, w e will dis cl os e 
t h e i nf o r m atio n as r e q ui r e d b y l a w, d es pit e w h at is w ritt e n i n t his f o r m.  
 
E.  C O N DI TI O N S O F P A R TI CI P A TI O N  
 
Y o u d o n ot h a v e t o a g r e e f o r y o u r c hil d t o p a rti ci p at e i n t his r es e a r c h. It is p u r el y y o u r d e cisi o n. If y o u 
d o a g r e e f o r y o u r c hil d t o p a rti ci p at e, h e/s h e c a n st o p at a n y ti m e. Y o u c a n als o as k t h at y o u r c hil d’s 
i nf o r m ati o n t h at w as p r o vi d e d n ot b e us e d, a n d y o u r c h oi c e will b e r es p e ct e d.  If y o u d e ci d e t h at y o u d o 
n ot w a nt us t o us e y o u r c hil d’s i nf o r m ati o n, y o u m ust t ell t h e r es e a r c h e r b ef o r e J u n e 1 5, 2 0 1 8.  
 
W e will t ell y o u if w e l e a r n of a n yt hi n g t h at c o ul d aff e ct y o u r d e cisi o n t o st a y i n t h e r es e a r c h.  
 
T h e r e a r e n o n e g ati v e c o ns e q u e n c es f o r n ot p a rti ci p ati n g, st o p pi n g i n t h e mi d dl e, o r as ki n g us n ot t o us e 
y o u r i nf o r m ati o n.  
 
W e will n ot b e a bl e t o off e r y o u c o m p e ns ati o n if y o u a r e i nj u r e d i n t his r es e a r c h. H o w e v e r, y o u a r e n ot 
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F. P A R E N T S’/ G U A R DI A N S’ D E C L A R A TI O N  
 
I h a v e r e a d a n d u n d e rst o o d t his f o r m. I h a v e h a d t h e c h a n c e t o as k q u esti o ns a n d a n y q u esti o ns h a v e 
b e e n a ns w e r e d.  
 
¨  Y es, I a g r e e f o r m y c hil d t o p a rti ci p at e i n t his r es e a r c h u n d e r t h e c o n diti o ns d es c ri b e d.  
  
O pti o n al P e r missi o n:  
¨  I gi v e p e r missi o n f o r n o n -i d e n tifi a bl e p o rti o ns of t h e vi d e os of m y c hil d t o b e s h o w n t o e d u c ati o n al 
o r s ci e ntifi c a u di e n c es ( e. g., i n a s ci e ntifi c p r es e nt ati o n, cl ass, o r t e a c h e r t r ai ni n g).  
  
C hil d N a m e:  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
C hil d’s d at e of birt h ( M o nt h, D ay, Y e ar): _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
P a r e nt/ G u a r di a n N a m e: _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
Si g n at u r e: _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
D at e: _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 
If y o u h a v e q u esti o ns a b o ut t h e s ci e ntifi c o r s c h ol a rl y as p e cts of t his r es e a r c h, pl e as e c o nt a ct D r. H el e n a 
Os a n a at C o n c o r di a U ni v e rsit y, t h e P ri n ci p al I n v esti g at o r o n t h e p r oj e ct. H e r c o nt a ct i nf o r m ati o n is o n 
p a g e 1 of t his f o r m.  
  
If y o u h a v e c o n c e r ns a b o ut et hi c al iss u es i n t his r es e a r c h, pl e as e c o nt a ct t h e M a n a g e r, R es e a r c h Et hi cs, 
C o n c o r di a U ni v e rsit y, 5 1 4. 8 4 8. 2 4 2 4 e x. 7 4 8 1 o r o o r. et hi cs @ c o n c o r di a. c a . 
  
¨  I w o ul d li k e a r e p o rt of t h e r es ults of t his p r oj e ct.  
 





   
		
 
1 1 1  
A p p e n di x B  
C hil d Ass e nt F or m  
 
M Y A G R E E M E N T  
 
M y n a m e is ( R A’s n a m e). I w o ul d li k e t o t al k t o y o u a b o ut m at h a n d l e ar n a b o ut t h e 
w a y y o u d o m at h pr o bl e ms. I w o ul d li k e t o pl a y s o m e m at h g a m es wit h y o u a n d as k 
y o u t o d o s o m e m at h pr o bl e ms. I w o ul d li k e t o vi d e ot a p e y o u w hil e y o u d o m at h 
pr o bl e ms. I will o nl y vi d e ot a p e y o ur h a n ds a n d n ot y o ur f a c e.  Y o u will m e et wit h m e 
or wit h o n e of m y fri e n ds t w o ti m es t his y e ar.  
 
I w o n’t t ell y o ur t e a c h er w h at y o u s a y. I als o w o n’t s h o w t h e vi d e os of y o ur h a n ds t o 
y o ur t e a c h er. I will t ell m y fri e n d at m y s c h o ol w h at y o u s ai d, b ut I w o n’t t ell h er y o ur 
n a m e. I w o n’t s h o w y o ur n a m e t o a n y o n e.  
 
Y o u d o n’t h a v e t o t al k t o m e if y o u d o n’t w a nt t o. If y o u c h a n g e y o ur mi n d, y o u c a n 
st o p t al ki n g t o m e. T h at w o ul d b e o k a n d n o o n e will b e m a d. Y o u j ust h a v e t o t ell 
m e.  
 
D o y o u u n d er st a n d t hi s ? Cir cl e t h e s mil e y f a c e if y o u d o a n d t h e s a d f a c e if y o u 
d o n’t.  
 
J  L  
 
 
D o y o u w a nt t o t al k t o m e a b o ut m at h ? Cir cl e t h e s mil e y f a c e if y o u d o a n d t h e s a d 
f a c e if y o u d o n’t.  
 
J  L  
 
 
C hil d’s n a m e: _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
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S y m b oliz ati o n St u d y 2 –  D A Y 1  
 
1.  C o u nti n g S e q u e n c e  
2.  N u m b er K n o wl e d g e T e st  ( N K T) 
3.  Di m e nsi o n al C h a n g e C ar d S ort  ( D C C S) 
4.  Di git s B a c k w ar d  
5.  P at h S p a n  
6.  G o/ N o G o  
7.  B a s eli n e U n c o nstr ai n e d T a s k  
 
1.  C o u nti n g S e q u e n c e  
Þ  S A Y: C a n y o u p l e a s e c o u nt a s hi g h a s y o u c a n ? 
 M a k e n ot e of a n y c o u nti n g err or o n N K T s c ori n g s h e et (i n Pr eli mi n ar y).   
 St o p t h e c hil d w h e n h e/s h e r e a c h es 3 0.  
 If c hil d c a n’t c o u nt i n E n gli s h, a s k t o c o u nt i n Fr e n c h. If c a n’t i n Fr e n c h –  d o n ot 
c o nti n u e.  
 S A Y: T h a n k y o u f or s h o wi n g m e h o w y o u c o u nt! L et’ s d o a n ot h e r g a m e n o w. 
 
2.  N K T  
Þ  Pr eli mi n ar y : n o n e e d t o a s k if c hil d w a s a bl e t o c o u nt t o 1 0 d uri n g “ C o u nti n g 
S e q u e n c e ”  
 
3.  D C C S  
M at eri als:  Tr a y s, c ar ds  
Þ  Pr e -s wit c h p h a s e di m e n si o n: c ol o ur  
•  P l a c e tr a y s i n fr o nt of c hil d ( wit hi n r e a c hi n g di st a n c e) 
•  Affi x p a n el s b e hi n d s orti n g tr a y s ( bl u e s q u ar e o n t h e c hil d’ s l eft; r e d cir cl e 
o n t h e c hil d’ s ri g ht)  
•  D E M O:  
•  S A Y: H er e’ s a bl u e s q u ar e a n d a r e d cir cl e. N o w w e’r e g oi n g t o pl a y a c ar d 
g a m e. T hi s i s t h e c ol or g a m e. I n t h e c ol or g a m e, all t h e bl u e o n e s g o h er e 
( p oi nt t o t h e tr a y o n t h e left), a n d all t h e r e d o n e s g o t h er e  ( p oi nt t o t h e 
tr a y o n t h e ri g ht). 
•  T a k e o n e bl u e cir cl e  a n d S A Y: S e e, h er e’ s a bl u e o n e. S o it g o e s h er e ( pl a c e 
it f a c e d o w n i n t h e tr a y o n t h e l eft.) If it’ s bl u e it g o e s h er e ( p oi nt), b ut if 
it’ s r e d it g o e s t h er e ( p oi nt). 
•  T a k e o n e r e d s q u ar e a n d S A Y: N o w h er e’ s a r e d o n e. W h er e d o e s t hi s o n e 
g o ?  
Ø  If c hil d p oi nt s t o or pl a c e s i n c orr e ct tr a y, S A Y: V er y g o o d.  Y o u n o w 
k n o w h o w t o pl a y t h e c ol or g a m e. If t h e c hil d h a d o nl y p oi nt e d, S A Y: 
C a n y o u h el p m e p ut t hi s r e d o n e d o w n ? ( e n s ur e t h at t h e c ar d i s f a c e 
d o w n, t ur n it o v er if n e c ess ar y)  
A p p e n di x C  
I nt er vi e w Pr ot o c ol 
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Ø  If c hil d i s i n c orr e ct, S A Y: N o, t hi s o n e’ s r e d, s o it h a s t o g o o v er h er e 
i n t h e c ol or g a m e. C a n y o u h el p m e p ut t hi s r e d o n e d o w n ? ( e n s ur e 
t h at t h e c ar d i s pl a c e d f a c e-d o w n i n t h e a p pr o pri at e tr a y).  
•  T RI A L S:  
•  S A Y: N o w it’ s y o ur t ur n. S o r e m e m b er, if it’ s bl u e it g o e s h er e ( p oi nt), b ut 
if it’ s r e d it g o e s t h er e ( p oi nt). 
•  Pi c k a c ar d at r a n d o m, s h o w it t o t h e c hil d, a n d l a b el it b y t h e r el e v a nt 
di m e nsi o n o nl y. S A Y: H er e’ s a r e d / bl u e  o n e. W h er e d o e s it g o ?  
Ø  C hil d m a y pl a c e or p oi nt  ( y o u c a n pl a c e f or t h e m); e ns ur e t h at t h e 
c ar d i s pl a c e d f a c e d o w n i n t h e a p pr o pri at e tr a y.  
•  F or e a c h tri al, di s cr et el y n ot e if t h e c hil d i s c orr e ct or i n c orr e ct o n s c ori n g 
s h e et. 
•  W h et h er or n ot c hil d s ort s c orr e ctl y, S A Y: L et’ s d o a n ot h er o n e.  / L et’ s d o 
it a g ai n. / H o w a b o ut a n ot h er o n e ? 
•  S A Y: If it’ s bl u e it g o e s h er e ( p oi nt), b ut if it’ s r e d it g o e s t h er e ( p oi nt). 
•  Pi c k a n e w c ar d; e ns ur e t h at t h e s a m e c ar d d o e s n’t a p p e ar m or e t h a n t wi c e 
i n a r o w. S A Y: H er e’ s a r e d / bl u e o n e. W h er e d o e s it g o ?  
•  D o 6 tri al s i n t ot al.  
•  D O N O T P A U S E B E F O R E M O VI N G O N T O T H E P O S T -S WI T C H P H A S E.  
 
Þ  P o st -s wit c h p h a s e di m e n si o n: s h a p e  
•  S A Y: N o w w e’r e g oi n g t o pl a y a n e w g a m e. W e’r e n ot g oi n g t o pl a y t h e 
c ol or g a m e a n y m or e. W e’r e g oi n g t o pl a y t h e s h a p e g a m e. I n t h e s h a p e 
g a m e, all t h e s q u ar e s g o h er e ( p oi nt t o t h e tr a y o n t h e l eft), a n d all t h e 
cir cl e s g o t h er e ( p oi nt t o t h e tr a y o n t h e ri g ht). R e m e m b er, if it’ s a s q u ar e, 
p ut it h er e ( p oi nt), b ut if it’ s a cir cl e p ut it t h er e ( p oi nt). O k a y ?  
•  D o n ot r e m o v e t h e c ar ds t h at w er e s ort e d d uri n g t h e pr e -s wit c h p h a s e.  
•  T RI A L S:  
•  Pi c k a c ar d at r a n d o m  ( m a k e s ur e t h e s a m e c ar d h a s n’t b e e n s h o w n o n 
m or e t h a n  t w o c o n s e c uti v e tri al s), s h o w it t o t h e c hil d, a n d l a b el it b y t h e 
r el e v a nt di m e nsi o n o nl y. S A Y: H er e’ s a s q u ar e / cir cl e . W h er e d o e s it g o ? 
Ø  C hil d m a y pl a c e or p oi nt ( y o u c a n pl a c e f or t h e m); e ns ur e t h at t h e 
c ar d i s pl a c e d f a c e d o w n i n t h e a p pr o pri at e tr a y.   
•  F or e a c h tri al, di s cr et el y n ot e if t h e c hil d i s c orr e ct or i n c orr e ct o n s c ori n g 
s h e et. 
•  W h et h er or n ot c hil d s ort s c orr e ctl y, S A Y: L et’ s d o a n ot h er o n e. / L et’ s d o 
it a g ai n. / H o w a b o ut a n ot h er o n e ? 
•  S A Y: If it’ s a s q u ar e  it g o e s h er e ( p oi nt), b ut if it’ s a cir cl e  it g o e s t h er e 
( p oi nt). 
•  Pi c k a n e w c ar d; e ns ur e t h at t h e s a m e c ar d d o e s n’t a p p e ar m or e t h a n t wi c e 
i n a r o w. S A Y: H er e’ s a s q u ar e / cir cl e . W h er e d o e s it g o ? 
•  D o 6 tri al s i n t ot al.  
•  I F C HI L D G O T 5/ 6 O R 6/ 6 C O R R E C T, M O V E O N T O B O R D E R V E R SI O N. 
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Þ  B or d er v er si o n: 
•  R e m o v e alr e a d y -s ort e d c ar ds fr o m t h e tr a y s. K e e p 4 r e d s q u ar e s a n d 3 bl u e 
cir cl e s. S et t h e r e m ai ni n g c ar ds a si d e.  
•  A d d a d diti o n al B or d er t e st c ar ds (i. e., 4 r e d s q u ar e s a n d 3 bl u e cir cl e s) t o 
t h e s et. 
•  S A Y: O k a y, y o u pl a y e d r e all y w ell. N o w I h a v e a m or e diffi c ult g a m e f or 
y o u t o pl a y. I n t hi s g a m e, y o u s o m eti m e s g et c ar d s t h at h a v e a bl a c k 
b or d er ar o u n d it li k e t hi s o n e (s h o w a r e d s q u ar e wit h a b or d er). If y o u s e e 
c ar d s wit h a bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y  t h e c ol or g a m e. I n t h e c ol or 
g a m e, r e d o n e s g o h er e ( p oi nt) a n d bl u e o n e s g o t h er e ( p oi nt). T hi s c ar d’ s 
r e d, s o I’ m g oi n g t o p ut it ri g ht t h er e ( pl a c e it f a c e d o w n i n t h e a p pr o pri at e 
tr a y.) B ut if t h e c ar d s h a v e n o bl a c k b or d er, li k e t hi s o n e (s h o w a r e d 
s q u ar e  wit h o ut a b or d er), y o u h a v e t o pl a y t h e s h a p e g a m e. I n t h e s h a p e 
g a m e, if it’ s a s q u ar e, w e p ut it h er e ( p oi nt), b ut if it’ s a cir cl e, w e p ut it 
t h er e ( p oi nt). T hi s o n e’ s a s q u ar e, s o I’ m g oi n g t o p ut it ri g ht h er e ( pl a c e it 
f a c e d o w n i n t h e a p pr o pri at e tr a y). O k a y ?  N o w it’ s y o ur t ur n.  
•  T RI A L S:  
•  S A Y: R e m e m b er, if t h er e’ s a bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e c ol or 
g a m e. B ut if t h er e’ s n ot bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e s h a p e g a m e.  
•  Pi c k a c ar d at r a n d o m, s h o w it t o t h e c hil d, a n d l a b el it a s h a vi n g a  b or d er 
or n ot . S A Y: H er e’ s o n e wit h / wit h o ut a bl a c k b or d er . W h er e d o e s it g o ?  
Ø  C hil d m a y pl a c e or p oi nt ( y o u c a n pl a c e f or t h e m); e ns ur e t h at t h e 
c ar d i s pl a c e d f a c e d o w n i n t h e a p pr o pri at e tr a y.  
•  F or e a c h tri al, di s cr et el y n ot e if t h e c hil d i s c orr e ct or i n c orr e ct o n s c ori n g 
s h e et. 
•  W h et h er or n ot c hil d s ort s c orr e ctl y, S A Y: L et’ s d o a n ot h er o n e. / L et’ s d o 
it a g ai n. / H o w a b o ut a n ot h er o n e ? 
•  S A Y: R e m e m b er, if t h er e’ s a bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e c ol or 
g a m e. B ut if t h er e’ s n ot bl a c k b or d er, y o u h a v e t o pl a y t h e s h a p e g a m e. 
•  Pi c k a c ar d at r a n d o m  ( e n s ur e t h e s a m e t y p e of t est c ar d –  wit h or wit h o ut 
b or d er –  i s n ot s el e ct e d o n m or e t h a n 2 c o n s e c uti v e tri al s), s h o w it t o t h e 
c hil d, a n d l a b el it a s h a vi n g a b or d er or n ot. S A Y: H er e’ s o n e wit h / wit h o ut 
a bl a c k b or d er. W h er e d o e s it g o ?  
•  D o 1 2  tri al s i n t ot al. 
!!
!
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S T U D Y 2 –  I N T E R VI E W P R O T O C O L 
D a y 2  
 
D a y 2  
1)  N e e d -t o-s y m b oli z e a cti vit y  
2)  Gr o u pi n g t as ks  
3)  E n c o di n g + M a ni p ul ati o n c h e c k  
4)  N e ar -Tr a nsf er  
D a y 3   
1)  E n c o di n g R e vi e w  
2)  C o nstr ai n e d Tr a nsf er *  
3)  U n c o nstr ai n e d Tr a nsf er *  
4)  Sti c k er T as k  
* c o u nt er b al a n c e or d er  
 
D A Y 2  
 
1)  N e e d -t o-S y m b oli z e  
M at eri als:  3 b o x es ( n or m al li ds) t h at h a v e diff er e nt a m o u nts of b as e -1 0 “ o n es ” i n e a c h o n e  
It e ms: 4, 1 2, 8  
 
 T a k e o ut t h e first b o x. Ot h er b o x es ar e k e pt 
o ut of t h e c hil d’s vi e w.  
“I h a v e s o m e bl o c ks i n t his b o x. H o w m a n y 
bl o c ks ar e t h er e ? ”  
C hil d a ns w ers. Pr o vi d e c orr e cti v e f e e d b a c k 
if n e e d e d. 
“ O k, l et’s l o o k i n a n ot h er b o x. ”  L e a v e b o x o p e n, p us h it asi d e, a n d t a k e o ut 
a s e c o n d b o x.  
R e p e at t h e s a m e pr o c e d ur e f or t h e ot h er 2 b o x es.  
“ Y o u s ai d t h er e w er e n  bl o c ks i n t his b o x 
( cl os e t h e li d of t h e 1st b o x) , n bl o c ks i n t his 
b o x ( cl os e t h e li d of t h e 2n d  b o x) , a n d n 
bl o c ks i n t his b o x  ( cl os e t h e li d of t h e 3r d 
b o x) . I will n o w mi x u p t h e b o x es. ” 
Mi x t h e m u p t h e b o x es o ut of t h e vi e w of 
t h e c hil d, t a k e o n e b o x o ut at r a n d o m a n d 
as k,  
“ C a n y o u t ell m e h o w m a n y  bl o c ks ar e i n 
t his b o x ? ” 
C hil d will pr o vi d e a n a ns w er. O p e n t h e b o x 
a n d c h e c k. R e p e at t h e s a m e pr o c e d ur e wit h 
t h e ot h er 3 b o x es. 
“It’s ki n d of diffi c ult t o k n o w h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x es w h e n t h e y ar e 
cl os e d. I’ m g oi n g t o t hi n k a b o ut a n i d e a t o 
h e l p us k n o w h o w m a n y bl o c ks t h er e ar e 
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2)  Gr o u pi n g t a s k s  
M at eri als:  S q u ar e p att er n bl o c ks  
It e ms: ( 8 d e m o), 6, 1 0 
 
“ List e n t o h o w I a m c o u nti n g. I w a nt y o u t o 
c o nti n u e c o u nti n g i n t h e s a m e w a y: T w o, 
f o ur, si x, … ” 
C hil d c o nti n u es s ki p -c o u nti n g b y 2s. M a k e a 
n ot e of hi g h est n u m b er c hil d s a ys i n 
E n glis h.  
“ É c o ut e c o m m e nt j e c o m pt e e n fr a n ç ais. 
C o nti n u e d e c o m pt er d e l a m ê m e m a ni èr e: 
D e u x, q u atr e, si x, … "  
C hil d c o nti n u es s ki p -c o u nti n g b y 2s. M a k e a 
n ot e of hi g h est n u m b er c hi l d s a ys i n Fr e n c h. 
“ T h a n k y o u. I w a nt y o u t o k n o w t h at f or all 
t h e a cti viti es w e will d o, y o u c a n c o u nt i n 
E n glis h or i n Fr e n c h –  y o u d e ci d e w h at is 
e asi er f or y o u. ”  
C o nti n u e i n t h e l a n g u a g e c h os e n b y t h e 
c hil d.  
“ L et’s c o u nt a g ai n: T w o, f o ur, si x, … ”  C o u nt u p t o 2 0 wit h t h e c hil d; d o t h e 
s e q u e n c e 3 ti m es i n t ot al.  
“ F or t his g a m e, w e h a v e s o m e bl o c ks. ”  E m pt y t h e b a g i n fr o nt of t h e c hil d a n d as k,  
“ H o w m a n y bl o c ks ar e t h er e ? ”  C hil d c o u nts. If it’s n ot t h e c orr e ct a m o u nt, 
as k t h e c hil d, “ C a n y o u pl e as e c o u nt t h e 
bl o c ks o n e m or e ti m e ?  W ait f or t h e c hil d t o 
c o u nt. If t h e c hil d is still i n c orr e ct, c o u nt t h e 
bl o c ks o ut l o u d y o urs elf, m o vi n g e a c h o n e 
asi d e as y o u c o u nt.  
“I will n o w m a k e gr o u ps of 2 wit h t h e 
bl o c ks. W at c h w h at I d o. ”  
Arr a n g e t h e bl o c ks  b y 2s.  
“ L o o k at h o w I c o u nt t h e bl o c ks n o w. ”  P oi nt t o e a c h gr o u pi n g as y o u c o u nt o ut 
l o u d, 
“ T w o –  f o ur –  si x … ”   
“ C a n y o u c o u nt t h e bl o c ks t h e s a m e w a y I 
di d ? ”  
C hil d will r e p e at. Pr o vi d e c orr e cti v e 
f e e d b a c k if n e e d e d. 
 P ut t h e bl o c ks b a c k i n t h e b a g, a n d t a k e o ut 
t h e n e xt b a g. 
“ N o w y o u tr y it o n y o ur o w n. M a k e gr o u ps 
of 2 wit h t h e c u b es a n d c o u nt t h e m t h e 
s a m e w a y I j ust di d. ”  
C hil d will c o u nt b y 2s. Pr o vi d e c orr e cti v e 
f e e d b a c k if n e e d e d. 
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3)  E n c o di n g + M a ni p ul ati o n c h e c k  
M at eri als:  S a m e b o x es as i n # 1, s p e ci al li ds, p olli es  
It e ms f or e n c o di n g: 4, 1 2, 8 (s a m e b o x es as i n # 1)  
It e ms f or m a ni p ul ati o n c h e c k: 1 4, 6, 1 6, 1 0, 1 8  
 
“I t h o u g ht a b o ut o ur pr o bl e m r e m e m b eri n g 
h o w m a n y bl o c ks ar e i n e a c h b o x, a n d I 
h a v e a n i d e a. I h a v e t h es e s p e ci al li ds a n d 
t h es e p olli es t h at w e c a n us e t o h el p us 
r e m e m b er h o w m a n y bl o c ks ar e i n t h e 
b o x. ”  
T a k e o ut a s p e ci al li d a n d t h e bi n wit h littl e 
p olli es. T a k e o n e of t h e 3 b o x es.  
“ L et’s o p e n t his b o x. I will c o u nt h o w  m a n y 
bl o c ks ar e i nsi d e. ”  
T a k e t h e bl o c ks o ut a n d c o u nt t h e m o ut 
l o u d. 
“ W e c a n p ut littl e p olli es o n t h e s p e ci al li ds 
t o h el p us r e m e m b er h o w m a n y bl o c ks ar e 
i n e a c h b o x. T h at w a y, w h e n w e cl os e t h e 
b o x, w e c a n l o o k at t h e littl e p olli es a n d 
k n o w h o w m a n y bl o c ks ar e i nsi d e. T h e littl e 
p olli es ar e li k e a s e cr et c o d e t h at will t ell us 
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C O N DI TI O N # 1: Dir e ct i n str u cti o n  
It e ms f or e n c o di n g: 4, 1 2, 8 (s a m e b o x es as i n # 1)  
It e ms f or m a ni p ul ati o n c h e c k: 1 4, 6, 1 6, 1 0, 1 8  
“ D o y o u w a nt t o k n o w w h at t h e s e cr et c o d e 
is f or t h e littl e p olli es ? F or t h es e b o x es, o ur 
s e cr et c o d e is t h at e a c h littl e p olli e will m e a n 
t h er e ar e t w o bl o c ks. L o o k. ” 
G r o u p bl o c ks b y 2 a n d pl a c e o n e littl e p olli e 
n e ar e a c h gr o u pi n g.  
“ T w o –  f o ur –  si x –  et c. ”   
“I will n o w p ut t h e bl o c ks b a c k i n t h e b o x a n d 
p ut t h e littl e p olli es o n t h e li d. N o w I k n o w 
t h at t h er e ar e n  bl o c ks i n t h e bl o c ks b e c a us e I 
k n o w t h e s e cr et c o d e: I k n o w t h at e a c h littl e 
p olli e m e a ns t h er e ar e t w o bl o c ks. I c a n 
c o u nt t h e littl e p olli es: t w o –  f o ur –  si x –  et c. 
T his m e a ns t h er e ar e n bl o c ks! ”  
P ut b o x a w a y a n d t a k e o ut s e c o n d b o x.  
“ N o w it’s y o ur t ur n. Us e t h e s a m e s e cr et 
c o d e wit h t h e littl e p olli es t o s h o w h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t his b o x. ”  
Pr o vi d e c orr e cti v e f e e d b a c k if n e c ess ar y:  
- R e m e m b er t h e s e cr et c o d e! E a c h littl e 
p olli e m e a ns t h er e ar e t w o bl o c ks.  
Cl os e t h e li d.  
“ C a n y o u t ell m e h o w m a n y bl o c ks ar e i nsi d e 
j ust b y l o o ki n g at t h e littl e p olli es ? ” 
C hil d will a ns w er. If a ns w er is c orr e ct, s a y 
“ Y es! Y o u k n o w t h e s e cr et c o d e! ” If a ns w er is 
i n c orr e ct, s a y “ Y o u n e e d t o r e m e m b er t h e 
s e cr et c o d e. E a c h littl e p olli e m e a ns t h er e ar e 
t w o bl o c ks. ” 
R e p e at t h e s a m e pr o c e d ur e wit h t h e l ast b o x.  
M a ni p ul ati o n c h e c k  
“ N o w I will p ut a n e w n u m b er of bl o c ks i n t h e 
b o x, a n d I w a nt y o u t o us e t h e s e cr et c o d e 
wit h t h e littl e p olli es t o h el p y o u k n o w h o w 
m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x. ”  
P ut a n e w a m o u nt of bl o c ks i n o n e of t h e 
b o x es –  o ut of t h e c hil d’s vi e w.  
 
C hil d will us e t h e p olli es. If c orr e ct, s a y “ Y es! 
Y o u k n o w t h e s e cr et c o d e! ” If i n c orr e ct, s a y 
“ Y o u n e e d t o r e m e m b er t h e s e cr et c o d e. 
E a c h littl e p olli e m e a ns t h er e ar e t w o bl o c ks. 
Tr y a g ai n. ”  
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C O N DI TI O N # 2: G ui d e d e x pl or ati o n  
It e ms f or e n c o di n g: 4, 1 2, 8 (s a m e b o x es as i n # 1)  
It e ms f or m a ni p ul ati o n c h e c k: 1 4, 6, 1 6, 1 0, 1 8  
 Pr o vi d e t h e s a m e n u m b er of p olli es as bl o c ks 
i n t h e b o x. 
“ H o w c a n y o u us e t h es e littl e p olli es as a 
s e cr et c o d e t o h el p y o u r e m e m b er h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x ? ”  
C hil d i nt er a cts wit h t h e bl o c ks a n d t h e littl e 
p olli es. S u g g ests o n e w a y.  
“ T h at’s i nt er esti n g! N o w c a n y o u t hi n k of a 
diff er e nt s e cr et c o d e wit h t h e p olli es t o h el p 
y o u r e m e m b er h o w m a n y bl o c ks ar e i n t h e 
b o x if y o u o nl y h a v e t his m a n y ? ”  
R e m o v e littl e p olli es s o t h at t h eir n u m b er is 
h alf t h e n u m b er of bl o c ks. C hil d i nt er a cts wit h 
bl o c ks a n d littl e p olli es u ntil t h e y c o m e u p 
wit h littl e p olli e = 2.  
Pr o vi d e pr o m pts if n e c ess ar y:  
1) R e m e m b er h o w w e w er e c o u nti n g wit h t h e littl e c u b es ? C a n t h at h el p y o u t hi n k of a w a y t o 
fi n d a s e cr et c o d e f or t h e p olli es ? 
2) R e m e m b er h o w w e w er e gr o u pi n g t h e c u b es b ef or e ? C o ul d y o u d o t h e s a m e t hi n g wit h 
t h es e bl o c ks ? C a n t h at h el p y o u t hi n k of a w a y t o fi n d a s e cr et c o d e f or t h e p olli es ? 
3) L et’s p ut t h e bl o c ks i n t h e b o x. R e m e m b er, t h er e ar e n bl o c ks. N o w l et’s p ut t h e p olli es i n 
t h e li d. W h e n I s e e t h e p olli es, I k n o w t h er e ar e n bl o c ks. H o w d o y o u t hi n k I fi g ur e d it o ut ? 
W h at is m y s e cr et c o d e f or t h e p olli es ?  
“ W h at is y o ur s e cr et c o d e f or t h e p olli es ? I 
d o n’t y o ur c o d e; I w a nt t o b e a bl e t o us e t h e 
s a m e c o d e as y o u. H o w d o es it h el p y o u 
k n o w h o w m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x ? ”  
 
“ N o w c a n y o u us e t h e littl e p olli es t o h el p 
y o u r e m e m b er h o w m a n y bl o c ks ar e i n t his 
b o x ? L et’s o p e n it. ”  
 
R e p e at t h e w h ol e pr o c e d ur e wit h t h e ot h er t w o b o x es.  
M a ni p ul ati o n c h e c k  
“ N o w I will p ut a n e w n u m b er of bl o c ks i n t h e 
b o x, a n d I w a nt y o u t o us e y o ur s e cr et c o d e 
wit h t h e littl e p olli es t o h el p y o u k n o w h o w 
m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x. ”  
P ut a n e w a m o u nt of bl o c ks i n o n e of t h e 
b o x es –  o ut of t h e c hil d’s vi e w.  
 
F e e d b a c k:  
L e v el 1 : C u e t o r e m e m b er t h e e n c o di n g: 
R e m e m b er w h e n y o u w er e gr o u pi n g t h e 
bl o c ks b ef or e a n d y o u f o u n d a s e cr et c o d e 
f or t h e p olli es ? Us e t h e s a m e s e cr et c o d e 
wit h t h e p olli es n o w.  
L e v el 2 : E n d st at e: If t his m a n y p olli es t ell us 
t h at t h er e ar e n  bl o c ks i n t h e b o x. W h at d o 
y o u t hi n k t h e s e cr et c o d e f or t h e p olli es is ?  
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C O N DI TI O N # 3: C o ntr ol  
It e ms f or e n c o di n g: 4, 1 2, 8 (s a m e b o x es as i n # 1)  
It e ms f or m a ni p ul ati o n c h e c k: 1 4, 6, 1 6  
“ H o w c a n y o u us e t h es e littl e p olli es as a 
s e cr et c o d e t o h el p us r e m e m b er h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x ? ”  
C hil d i nt er a cts wit h t h e bl o c ks a n d t h e littl e 
p olli es. S u g g ests o n e w a y.  
“ C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u us e d t h e 
p olli es as a s e cr et c o d e t o h el p y o u s a y h o w 
m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x ? ”  
C hil d e x pl ai ns  
“ T h at’s i nt er esti n g! ”   
“ N o w c a n y o u us e y o ur s e cr et c o d e  wit h t h e 
littl e p olli es t o h el p us r e m e m b er h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t his b o x ? ”  
Bri n g o ut a n e w b o x.  
R e p e at t h e s a m e pr o c e d ur e f or t h e r e m ai ni n g 
b o x es.  
N o pr o m pts or f e e d b a c k s h o ul d b e gi v e n.  
Us e all 3 e n c o di n g it e ms + 3 m a ni p ul ati o n 
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4)  N e ar -Tr a n sf er  
M at eri als:  C o nt ai n er wit h m a n y littl e p olli es, m ats.  
* * * C h e c k Dri v e fil e t o n o w i n w hi c h or d er t o r e a d t h e pr o bl e m s f or e a c h c hil d * * *  
“ N o w I will r e a d y o u s o m e w or d pr o bl e ms. Us e t h e littl e p olli es t o h el p y o u s ol v e e a c h 
pr o bl e m. ” ( It’s o k t o “ u n p a c k ” t h e pr o bl e m f or t h e ki ds, i. e., t o s a y it i n diff er e nt w or ds s o 
t h at t h e y u n d erst a n d t h e pr o bl e m. E x a m pl e: “ N o, h e p uts 3  c ars i n e a c h b o x. ”) 
 
A  - ( 3 gr o u ps of 2) T h er e ar e t hr e e ki ds i n a p ar k. E a c h ki d h as 2 b all o o ns. H o w m a n y 
b all o o ns d o t h e y h a v e alt o g et h er ?  
 
B  - ( 2 gr o u ps of 4) T a d h as t w o b o wls. T h er e ar e 4 m e at b alls i n e a c h b o wl. H o w m a n y 
m e at b alls d o es T a d h a v e alt o g et h er ?  
 
P o s si bl e pr o m pts t o as k aft er e a c h pr o bl e m –  as k as m a n y as n e e d e d t o a c hi e v e e a c h g o al : 
G o al # 1 : U n d er st a n d w h at r ef er e nt t h e c hil d i s a s si g ni n g t o t h e p olli e s.  
-  H o w di d y o u fi g ur e t h at o ut ?  
-  C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m ?  
-  H o w w o ul d y o u e x pl ai n t o a fri e n d h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es ?  
-  W h at ar e t h es e [ p oi nt t o p olli es u s e d; w h at d o t h e y s h o w fr o m t h e st or y] ? W h at c a n 
t h e y b e us e d f or ? 
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m, e. g., t o y c ars] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o 
t h e m at] ? 
-  H o w m a n y [it e ms fr o m t h e pr o bl e m] is t his [s h o w o n e p olli e t o t h e c hil d] ? 
 
*If c hil d di d n’t u s e p olli e = 2 *  
G o al # 2 : S e e if c a n u s e a diff er e nt r ef er e nt f or t h e p olli e s.  
-  C a n y o u s h o w m e a diff er e nt w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es ?  
-  Is t h er e a w a y y o u c o ul d us e f e w er p olli es t o s ol v e t h e pr o bl e m ? ( Or “I d o n’t w a nt t o us e 
t his m a n y polli es, c a n y o u s h o ul d m e h o w y o u c a n us e l ess of t h e m t o s ol v e t h e 
pr o bl e m ?)   
-  If c hil d s a ys s o m et hi n g li k e “ h e l ost 2 c ars, ” as k, “ C a n y o u s h o w m e t h e s a m e st or y, t h e 
s a m e pr o bl e m, b ut wit h l ess/f e w er p olli es ? ”  
-  C a n y o u c o u nt wit h t h e p olli es t o s h o w m e h o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m] t h er e 
ar e ?  
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o t h e m at] ? 
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S T U D Y 2 –  I N T E R VI E W P R O T O C O L 
D a y 3  
 
D a y 2  
5)  N e e d -t o-s y m b oli z e a cti vit y  
6)  Gr o u pi n g t as ks  
7)  E n c o di n g + M a ni p ul ati o n c h e c k  
8)  N e ar -Tr a nsf er  
D a y 3   
5)  E n c o di n g R e vi e w  
6)  C o nstr ai n e d Tr a nsf er *  
7)  U n c o nstr ai n e d Tr a nsf er *  
8)  Sti c k er t as k  
* c o u nt er b al a n c e or d er  
 
D A Y 3  
 
1)  E n c o di n g R e vi e w  
M at eri als:  B o x es wit h s p e ci al li ds, p olli es  
 
“ D o y o u r e m e m b er y est er d a y ( or l ast ti m e) 
w h e n y o u w er e usi n g a s e cr et c o d e wit h 
t h e littl e p olli es t o h el p us r e m e m b er h o w 
m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x ? W e’r e g oi n g t o 
d o t h e s a m e t hi n g n o w. ”  
T a k e o ut t h e b o x wit h 8 c u b es.  
 
“ H o w m a n y bl o c ks ar e t h er e i nsi d e ? ”  C hil d c o u nts. Pr o vi d e c orr e cti v e f e e d b a c k if 
n e c ess ar y.  
 
C O N DI TI O N # 1: Dir e ct i n str u cti o n  
It e ms: 8, 4, 1 0, 1 2, 6, 1 4  
“I w a nt y o u t o us e t h e s e cr et c o d e wit h t h e 
littl e p olli es t o h el p y o u k n o w h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x. ” 
P ut a n e w a m o u nt of bl o c ks i n o n e of t h e 
b o x es –  o ut of t h e c hil d’s vi e w.  
 
C hil d will us e t h e p olli es. If c orr e ct, s a y “ Y es! 
Y o u k n o w t h e s e cr et c o d e! ” If i n c orr e ct, s a y 
“ Y o u n e e d t o r e m e m b er t h e s e cr et c o d e. 
E a c h littl e p olli e m e a ns t h er e ar e  t w o bl o c ks. 
Tr y a g ai n. ”  
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C O N DI TI O N # 2: G ui d e d e x pl or ati o n  
It e ms: 8, 4, 1 0, 1 2, 6, 1 4  
“I w a nt y o u t o us e y o ur s e cr et c o d e wit h t h e 
littl e p olli es t o h el p y o u k n o w h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x. ”  
 
 
C hil d will us e t h e p olli es.  
“ W h at is y o ur s e cr et c o d e f or t h e p olli es ? I 
d o n’t y o ur c o d e; I w a nt t o b e a bl e t o us e t h e 
s a m e c o d e as y o u. H o w d o es it h el p y o u 
k n o w h o w m a n y bl o c ks ar e i n t h e b o x ? ”  
F e e d b a c k:  
L e v el 1 : C u e t o r e m e m b er t h e e n c o di n g: 
R e m e m b er w h e n y o u w er e gr o u pi n g t h e 
bl o c ks l ast ti m e a n d y o u f o u n d a s e cr et c o d e 
f or t h e p olli es ? Us e t h e s a m e s e cr et c o d e 
wit h t h e p olli es n o w.  
L e v el 2 : E n d st at e: If t his m a n y p olli es t ell us 
t h at t h er e ar e n  bl o c ks i n t h e b o x. W h at d o 
y o u t hi n k t h e s e cr et c o d e f or t h e p olli es is ?  
R e p e at t h e pr o c e d ur e wit h n e w it e ms. St o p t h e t as k w h e n c hil d g ets t w o i n a r o w c orr e ct.  
If c hil d c a n n ot d o t w o i n a r o w c orr e ct, s ki p dir e ctl y t o t h e “ Sti c k er T as k, ” d o n ot d o t h e 
“ C o nstr ai n e d Tr a nsf er ” or t h e “ U n c o nstr ai n e d Tr a nsf er ” t as ks.  
 
 
C O N DI TI O N # 3: C o ntr ol  
It e ms: 8, 4, 1 0  
“I w a nt y o u t o us e y o ur s e cr et c o d e wit h t h e 
littl e p olli es t o h el p y o u k n o w h o w m a n y 
bl o c ks ar e i n t h e b o x. ”  
N o pr o m pts or f e e d b a c k s h o ul d b e gi v e n.  
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* * * C h e c k t h e Dri v e fil e t o k n o w i n w hi c h or d er t o r e a d t h e pr o bl e m s i n e a c h t a s k f or e a c h 
st u d e nt * * *  
2)  C o n str ai n e d Tr a n sf er  
M at eri als:  C o nt ai n er wit h m a n y littl e p olli es, m ats.  
 “ N o w I will r e a d y o u s o m e ot h er w or d pr o bl e ms. Us e t h e littl e p olli es t o h el p y o u s ol v e 
e a c h pr o bl e m. ” ( It’s o k t o “ u n p a c k ” t h e pr o bl e m f or t h e ki ds, i. e., t o s a y it i n diff er e nt w or ds 
s o t h at t h e y u n d erst a n d t h e pr o bl e m. E x a m pl e: “ N o, h e p uts 3  c ars i n ea c h b o x . ”) 
 
C - ( 3 gr o u ps of 3) Eri c p uts 3 t o y c ars i n e v er y b o x. H e h as 3 b o x es. H o w m a n y t o y c ars d o es 
h e h a v e alt o g et h er ?  
 
D - ( 2 gr o u ps of 9) At t h e b a k er y, t h e b a k er p uts 9 c u p c a k es i n e a c h b o x. H o w m a n y 
c u p c a k es ar e i n 2 b o x es ?  
 
E - ( 3 gr o u ps of 5) L o ui e p uts 5 s hirts i n e a c h dr a w er of his dr ess er. T h er e ar e 3 dr a w ers i n 
his dr ess er. H o w m a n y s hirts d o es h e h a v e alt o g et h er ?  
 
F - ( 2 gr o u ps of 1 5) R o bi n h as 2 p a c ks of g u m. T h er e ar e 1 5 pi e c es of g u m i n e a c h p a c k. H o w 
m a n y pi e c es of g u m d o es R o bi n h a v e alt o g et h er ?  
 
If c hil d g ets st u c k or is n ot s ur e w h at t o d o, as k or s a y, “ W h at ar e y o u t hi n ki n g ? ” or E x pl ai n 
t o m e w h at y o u’r e t hi n ki n g a b o ut. 
 
P o s si bl e pr o m pts t o as k aft er e a c h pr o bl e m –  as k as m a n y as n e e d e d t o a c hi e v e e a c h g o al : 
G o al # 1 : U n d er st a n d w h at r ef er e nt t h e c hil d i s a s si g ni n g t o t h e p olli e s.  
-  H o w di d y o u fi g ur e t h at o ut ?  
-  C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m ?  
-  H o w w o ul d y o u e x pl ai n t o a fri e n d h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es ?  
-  W h at ar e t h es e [ p oi nt t o p olli es us e d; w h at d o t h e y s h o w fr o m t h e st or y] ? W h at c a n 
t h e y b e us e d f or ? 
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m, e. g., t o y c ars] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o 
t h e m at] ? 
-  H o w m a n y [it e ms fr o m t h e pr o bl e m] is t his [s h o w o n e p olli e t o t h e c hil d] ? 
 
G o al # 2 : S e e if c a n u s e a diff er e nt r ef er e nt f or t h e p olli e s.  
-  C a n y o u s h o w m e a diff er e nt w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m wit h t h e p olli es ?  
-  Is t h er e a w a y y o u c o ul d us e f e w er p olli es t o s ol v e t h e pr o bl e m ? ( Or “I d o n’t w a nt t o us e 
t his m a n y p olli es, c a n y o u s h o ul d m e h o w y o u c a n us e l ess of t h e m t o s ol v e t h e 
pr o bl e m ?)   
-  If c hil d s a ys s o m et hi n g li k e “ h e l ost 2 c ars, ” as k, “ C a n y o u s h o w m e t h e s a m e st or y, t h e 
s a m e pr o bl e m, b ut wit h l ess/f e w er p olli es ? ”  
-  C a n y o u c o u nt wit h t h e p olli es t o s h o w m e h o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m] t h er e 
ar e ?  
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o t h e m at] ? 
-  H o w m a n y [it e ms fr o m t h e pr o bl e m] is t his [s h o w o n e p olli e t o t h e c hil d] ?  
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3)  U n c o n str ai n e d tr a n sf er t a s k  
M at eri als:  C o nt ai n er wit h ot h er m a ni p ul ati v es (i. e., j e w els, c ol o ur e d bl o c ks, b utt o ns); 
s c aff ol di n g m ats  
“I will r e a d s o m e ot h er w or d pr o bl e ms. Us e t h es e ( p oi nt t o c o nt ai n er) t o h el p y o u s ol v e t h e 
pr o bl e m. ” ( It’s o k t o “ u n p a c k ” t h e pr o bl e m f or t h e ki ds, i. e., t o s a y it i n diff er e nt w or ds s o 
t h at t h e y u n d erst a n d t h e pr o bl e m. E x a m pl e: “ N o, s h e p uts 3  br a c el ets i n e a c h b o x. ”) 
 
G - ( 3 gr o u ps of 3) S a m a nt h a p uts 3 br a c el ets i n e a c h j e w ell er y b o x. S h e h as 3 j e w ell er y 
b o x es. H o w m a n y br a c el ets d o es s h e h a v e alt o g et h er ?  
 
H - ( 2 gr o u ps of 9) A t e a c h er p uts 9 cr a y o ns i n e a c h p e n cil c as e. H o w m a n y cr a y o ns ar e i n 
t w o p e n cil c as es ? 
 
I - ( 3 gr o u ps of 5) Vi ol et w a nts t o gi v e 5 fl o w ers t o e a c h o n e of h er 3 fri e n ds. H o w m a n y 
fl o w ers d o es s h e n e e d alt o g et h er ? 
 
J - ( 2 gr o u ps of 1 5) T h er e ar e t w o a q u ari u ms at t h e p et st or e. E a c h a q u ari u m h as 1 5 fis h es. 
H o w m a n y fis h es ar e t h er e alt o g et h er ?  
 
If c hil d g ets st u c k or is n ot s ur e w h at t o d o, as k or s a y, “ W h at ar e y o u t hi n ki n g ? ” or E x pl ai n 
t o m e w h at y o u’r e t hi n ki n g a b o ut. 
 
P ossi bl e pr o m pts t o as k aft er e a c h pr o bl e m –  as k as m a n y as n e e d e d t o a c hi e v e t h e g o al : 
G o al # 1 : U n d er st a n d w h at r ef er e nt t h e c hil d i s a s si g ni n g t o t he m a ni p ul ati v e s.  
-  H o w di d y o u fi g ur e t h at o ut ?  
-  C a n y o u e x pl ai n t o m e h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m ?  
-  H o w w o ul d y o u e x pl ai n t o a fri e n d h o w y o u s ol v e d t h e pr o bl e m wit h t h es e [ p oi nt t o 
m a ni p ul ati v es] ?  
-  W h at ar e t h es e [ p oi nt t o m a ni p ul ati v es us e d; w h at d o t h e y s h o w fr o m t h e st or y] ? W h at 
c a n t h e y b e us e d f or ?  
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m, e. g., t o y c ars] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o 
t h e m at] ? 
-  H o w m a n y [it e ms fr o m t h e pr o bl e m] is t his [ p oi nt t o o n e m a ni p ul ati v e] ? 
 
G o al # 2 : S e e if c a n u s e a diff er e nt r ef ere nt f or t h e m a ni p ul ati v e s.  
-  C a n y o u s h o w m e a diff er e nt w a y t o s ol v e t h e pr o bl e m wit h t h e t h es e [s w e e pi n g g est ur e 
o v er m a ni p ul ati v e bi n] ?  
-  Is t h er e a w a y y o u c o ul d us e f e w er of t h es e t o s ol v e t h e pr o bl e m ? ( Or “I d o n’t w a nt t o 
u s e t his m a n y, c a n y o u s h o ul d m e  h o w y o u c a n us e l ess of t h es e t o s ol v e t h e pr o bl e m ?)   
-  If c hil d s a ys s o m et hi n g li k e “ h e l ost 2 c ars, ” as k, “ C a n y o u s h o w m e t h e s a m e st or y, t h e 
s a m e pr o bl e m, b ut wit h l ess/f e w er of t h es e ? ”  
-  C a n y o u c o u nt wit h t h es e t o s h o w m e h o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl em] t h er e ar e ? 
-  H o w m a n y [ it e ms fr o m t h e pr o bl e m] ar e y o u s h o wi n g m e h er e [ p oi nt t o t h e m at] ? 
-  H o w m a n y [it e ms fr o m t h e pr o bl e m] is t his [ p oi nt t o o n e m a ni p ul ati v e] ?  
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4)  Sti c k er T a s k  
“ T o t h a n k y o u f or y o ur h ar d w or k, I will gi v e y o u s o m e sti c k ers. P ut s o m e p olli es o n t h e li d, 
a n d I will p ut t h e ri g ht n u m b er of sti c k ers f or y o u i n t h e b o x. Y o u j ust n e e d t o l et m e k n o w 
w h at y o ur s e cr et c o d e is f or t h e p olli es. ”  
 
Aft er t h e c hil d a ns w ers,  as k, “ H o w m a n y sti c k ers d o y o u t hi n k y o u will g et ? H o w d o y o u 
k n o w ?  
 
T a k e t h e b o x a w a y a n d p ut a f ull s h e et of sti c k ers i n it. P ut t h e cl os e d b o x i n fr o nt of t h e c hil d 
a n d t ell hi m/ h er t o o p e n it.  
 
S a y ( d e p e n di n g o n t h e sit u ati o n) , “I r e all y li k e h o w y o u us e d y o ur s e cr et c o d e t o t ell m e h o w 
m a n y sti c k ers y o u w a nt e d:  
- S o y o u c a n h a v e m or e t h a n w h at y o u as k e d f or!  
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